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Inhaltsverzeichnis 1

Einleitung

Sie finden in diesem Dokument alle Aufgaben und die zugehoérigen Losungen aus
Manfred Brill: Mathematik fiir Informatiker, 2. Auflage, Hanser Verlag, Miinchen.

Dariiberhinaus gibt es zu jedem Kapitel Verstdndnis- und Methodenfragen. Die Verstandnisfra-
gen definieren die Lernziele der einzelnen Kapitel und sollen Ihnen helfen Ihr Wissen zu tiber-
priifen. Die Methodenfragen zielen auf das in den Kapiteln vermittelte Methodenwissen. Sie wer-
den hiufig Uberschneidungen feststellen. Verstdndnisfragen zielen darauf, beispielsweise einen
Algorithmus nachvollziehen zu konnen; Methodenfragen darauf, dass Sie die Algorithmen an-
wenden (und programmieren) kénnen.



Kapitel 1

Zahlen

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

NSO O ok W

[0e]

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

Wie lauten die Peano-Axiome?

. Wie koénnen die Zahlensysteme der natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen

Zahlen charakterisiert werden?

. Wie ist der Absolutbetrag einer Zahl definiert? Welche Eigenschaften besitzt er?

. Was versteht man unter dem Logarithmus einer Zahl zu einer Basis a?

. Beschreiben Sie den Unterschied zwischer einer reellen und einer komplexen Zahl!
. Was versteht man unter Polarkoordinaten einer komplexen Zahl?

. Beschreiben Sie die Multiplikation und Division komplexer Zahlen in der Gaufy’schen Zahle-

nebene!

. Was ist eine Einheitswurzel?

. Beschreiben Sie den Begriff der Indextransformation bei Summen und Produkten!

Beschreiben Sie die Analogie zwischen Summen und Produkten und Schleifen in einer Pro-
grammiersprache!

Beschreiben Sie die Zahlensysteme mit den Basen b = 10,b = 2 und b = 16!

Warum kann das Konstruktionsverfahren fiir die Dezimalbruchdarstellung einer reellen Zahl
nie zu der Situation fiihren, dass ab irgendeiner Nachkommastelle alle Koeffizienten d; Null
werden?

Wie wird die Darstellung einer gegebenen Dezimalzahl zu einer Basis b berechnet?

Was versteht man unter Festkomma-Darstellung? Wie werden die Grundrechenarten reali-
siert?

Was versteht man unter Gleitkomma-Darstellung?

Beschreiben Sie ein Modell der Gleitkomma-Arithmetik fiir Addition und Multiplikation!
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Methodenfragen

1.
2.

Q1

© ©® N o

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.

Eine allgemeine Potenz a* mit Hilfe des nattirlichen Logarithmus ausdriicken kénnen.

Den Logarithmus zu einer allgemeinen Basis a2 mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus aus-
driicken kénnen.

. Die Rechengesetze fiir die Logarithmen anwenden konnen.
. Die Arithmetik mit komplexen Zahlen durchfiihren kénnen.

. Zwischen der kartesischen Darstellung und der Polarkoordinatendarstellung komplexer Zah-

len umrechnen konnen.

. Eigenschaften komplexer Zahlen in der Gaufs’schen Zahlenebene visualisieren konnen.
. Allgemeine Summen und Produkte berechnen kénnen.

. Indextransformationen ausfiihren konnen.

Die Fakultit berechnen konnen.

Die Darstellung einer gegebenen ganzen oder rationalen Dezimalzahl in einem Stellenwert-
system aufstellen konnen.

Zwischen zwei verschiedenen Zahlensystemen umrechnen koénnen; insbesondere zwischen
Dezimalsystem, Dualsystem und Hexadezimalsystem.

Rationale und reelle Zahlen in Fest- und Gleitkommazahlen umwandeln kénnen.
Die Kenngrofien eines Gleitkommasystems beschreiben kénnen.
Gleitkommaarithmetik durchfiihren kénnen.

Matrizen addieren und transponieren konnen.

Matrizen multiplizieren kénnen, mindestens unter Zuhilfenahme des Falk’schen Schemas.

Ubungsaufgaben

1.

Weisen Sie nach, dass log;, (2) irrational ist!
Losung:
Angenommen, es gibt zwei nattirliche Zahlen m, n mit

m

log,, (2) = P

dann gilt nach Definition des Logarithmus
2" =10".

Das ist aber ein offensichtlicher Widerspruch, denn die rechte Seite dieser Gleichung ist durch
5 teilbar, die linke Seite aber nicht!

Weisen Sie nach, dass die Ndherung 1d x ~ Inx + log;, x einen Fehler von weniger als 1%
aufweist!

Losung:
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EsistIn (2) ! & 1,442 695 040 888 963, deshalb gilt 1d (x) ~ 1,442 695 040 888 963 - In (x).
Mit dem gleichen Argument gilt log;, (x) ~ 1,434 294 481903 251 - In (x). Der relative Fehler
der Darstellung ist dann ungefdhr gegeben durch

1,442 695 — 1,434 294

~ %.
1,442 695 ~ 0, 582%

3. Implementieren Sie in der Programmiersprache Ihrer Wahl die Nédherung aus Aufgabe 2 und

Id (x) = 12 gi . Vergleichen Sie die damit erzielten Ergebnisse!

Losung:
Hier eine C++-Version:

const double 1n2 = log(2.0);
double logapprox (double x)

{
return log(x) + loglO (x);

}
double 1ld(double x)

{
return log(x)/1n2;

}

Hier eine Java-Version:

static private double 1n2 = Math.log(2.0);

static private double approx (double x)

{
return Math.log(x) + Math.loglO (x);

}

static private double 1d(double x)

{
return Math.log(x)/1ln2;

}

Und hier ein Ergebnis (Pentium III, g++ unter Cygwin):

x-Wert In(x)+1ogl0 (x) In(x)/1n(2)
0.5 -0.994177 -1

0.6 -0.732674 -0.736966
0.7 -0.511577 -0.514573
0.8 -0.320054 -0.321928
0.9 -0.151118 -0.152003

1 -1.59239%e-16 -1.60171e-16
1.1 0.136703 0.137504
1.2 0.261503 0.263034
1.3 0.376308 0.378512
1.4 0.4826 0.485427
1.5 0.581556 0.584963
1.6 0.674124 0.678072
1.7 0.761077 0.765535
1.8 0.843059 0.847997
1.9 0.920607 0.925999
2 0.994177 1

2.1 1.06416 1.07039
2.2 1.13088 1.1375
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2.3 1.19464 1.20163
2.4 1.25568 1.26303
2395 1.31423 1.32193

4. Stellen Sie die folgenden Zahlen und die dazu konjugiert komplexen Zahlen in der Gaufi’schen
Zahlenebene dar und berechnen Sie |z| und |Z|: 21 = 3+ 4i, zp = 1 —2i, z3 = —2i, z4 mit
|z4| = 5,Re(z4) = 3.

Losung:
Es ist immer |z| = |Z[; |z1| = 5, |z2| = V/5, |z3] = 2.

z4 liegt auf dem Kreis um den Ursprung mit Radius 5, und auf der Linie Re(z) = 3, Dann
sind die beiden Schnittpunkte gegeben durch den Imaginirteil 32 + y?> = 25; damit ergeben
sich die beiden Losungen Im(z4) = +4. Eine Losung ist also z;, die andere gegeben durch
Z4 = 3 —4i.

.Zl

23 g22

.Z4

Abbildung 1.1: Losung zu Aufgabe 5

5. Berechnen Sie die folgenden Summen, Produkte und Quotienten: z; = (1 + 2i) + (3 + 4i),
20 = (8=5i) 4+ (3+9i),2z3 = B+7i)(5+6i),z4 = (7—1)% 25 = 55,26 = 5255, 27 =
(5+3i)72.

Losung:
71 = 446020 = 11+4i,z3 = —27+53i,z4 = 48— 14i, 25 = 3 — }i, 26 = 35 + 340,

4 _ 15
27 = 789 — mygk

6. Bestimmen Sie die Polarkoordinatendarstellung von (1 + i)%, (—8+ i8\/§)% und (z)%

Losung:

Die beiden Wurzeln fiir (1 + 1) 2
z1 = v/2(c0s22,5° +isin22,5°)
2y = v/2(c0s202,5° +isin202,5°)

=

Die vier Wurzeln fiir (—8 + i8+/3)

z1 = 2(cos 30° +isin 30°)

zp = 2(cos120° +isin 120°)
z3 = 2(c0s210° +1sin210°)
z4 = 2(cos 300° + isin 300°)
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Die drei Wurzeln fur i%:
z1 = c0s 30° +isin 30°
zp = cos 150° 4 isin 150°
z3 = c0s270° + isin 270°

7. Berechnen Sie die 5-ten Einheitswurzeln und stellen Sie diese in der komplexen Zahlenebene
dar!

Losung:
zi=cos ((i —1)%) +isin ((i—1)%F),1 <i < 5.

Abbildung 1.2: Losung zu Aufgabe 7

8. Berechnen Sie mit Hilfe eines Programms die Fakultdten 6!, 9!, 10! und 12! und vergleichen
Sie die Ndherungen mit der Stirling’schen Formel! Vergleichen Sie insbesondere den relativen
Fehler mit ﬁ

Losung:
Die Fakultét als rekursive Funktion:

double fakultaet (int n)
{
if (n==1)
return 1;
else
return n * fakultaet (n-1);

}

double stirling(int n)

{
return sqgrt (2 = M_PI * n) % pow(n/M _E, n);
}

double relativ (int n)
{
double fak = fakultaet (n);
return (fak - stirling(n))/fak;
}

Und hier die Fakultédten, die Ndaherung durch die Stirling’sche Formel und der Vergleich des
relativen Fehlers mit ﬁ:
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n! fuer n=6 ist 720

Die Ndherung durch die Stirling’sche Formel 710.078
Der relative Fehler: 0.0137803

1/(12n) im Vergleich dazu: 0.0138889

n! fuer n=9 ist 362880

Die N&herung durch die Stirling’sche Formel 359537
Der relative Fehler: 0.00921276

1/(12n) im Vergleich dazu: 0.00925926

n! fuer n=10 ist 3.6288e+06

Die Naherung durch die Stirling’sche Formel 3.5987e+06
Der relative Fehler: 0.00829596

1/(12n) im Vergleich dazu: 0.00833333

n! fuer n=12 ist 4.79002e+08

Die Ndherung durch die Stirling’sche Formel 4.75687e+08
Der relative Fehler: 0.00691879

1/(12n) im Vergleich dazu: 0.00694444

9. Berechnen Sie fiir die Zahlen x; = 5,xp = 2,x3 = 1,x4 = 2,y1 = 1,y = 4,y3 = 3 und
ya=1

Xi,
1 i

4
i=

4 4 4
Xi, Z XiYi und H XilYi-
=1 i—=1 i=1

Losung:

1

4 4 4 4
Y x=10,]]x=20,) xy; =18und []xiy; = 240.
i=1 i=1 =1 i=1

10. Berechnen Sie

10 10 10
Y 1, Y (i+3)und J](6i —2).
i=1 =1 i=1

Losung:
Z% = % ~2,928968, (i +3) = 85, [1(6i —2) = 74 385 581 670 400.

11. Wenden Sie das Divisionsverfahren auf die natiirliche Zahl n = 674 fiir die Basen b = 5 und
b=2an!

Losung:
Fir b = 5ist k = 5, denn es gilt 5% = 625 < 674 < 5°. Das Divisionsverfahren ergibt die
Darstellung (10144)s:

674 =1-5% 4+ 49

49 =0-5% +49
49 =1-5>+24
24=4.5"44

4=4.5°
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Fiir b = 2 ist k = 10, das Divisionsverfahren

674 =1-
162=0-
162=1-
34=0-
34=1-
2=0-
2=0-
2=0-
2=1-
0=0-

fithrt zum Ergebnis 674 = (1010100010),.
12.

Losung:

27 +162
280162
27 +34
20 434
2242

2442

2342

2242

240

20,

Wandeln Sie die Zahl (745)g in das System zur Basis b = 3 um!

Die Zahl (745)g ist als Dezimalzahl gegeben durch 7 - 64 + 4 - 8 + 5 = 485. Zur Basis 3 ist die

Darstellung dann (122222)5; wegen

485 =1-
242 =2.
80 =2
26=2-
8=2-
2=2.

13.

3° 4242
3%+ 80
33426
32+8
3142
30,

Formal kann mit Darstellungen zu einer Basis b gerechnet werden, wie wir das vom Dezimal-

system gewohnt sind. Priifen Sie dies an Hand der Beispiele (543)¢ + (242)s = (1225)¢, (213)6 —
(132)6 = (41)¢ und (153)4 - (23)¢ = (4443); nach!

Losung:

Mit Hilfe des Stellenwertsystems ergibt sich beispielsweise fiir die Addition

(543)6+ (242)6 =5-6>+4-6+3-14+2-6>+4-64+2-1
=1-6>+2-6>+2-6'+4-1

= (1225)¢
Esist 8 = (12)4 und deshalb
(5 4 3
+( 2 4 2)
1 2 2 5)

wenn Sie alle Berechnungen und Ubertrége wie in der Schule gelernt zur Basis 6 durchfiihren.

Fiir die Subtraktion erhalten Sie
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14.

15.

16.

und fiir die Multiplikation
(153)6 - (23)6
(350)6
(543)6
(4443),

Berechnen Sie die Entwicklung zur Basis b = 7 von % und von % zur Basis 2!

Losung:
1=0,2=(0,1254)7, dennesist1 =0-5+ 1 und

7=1-542
14=2-5+4
28=5-5+3
21=4-5+1.

Esist 2 =0,2 = (0,0110), wegen2 = 0-5+ 2 und

4=0-5+4
8§=1-543
6=1-5+1

Die Darstellung im Zweierkomplement wird in den Mikroprozessoren von Intel verwendet,
mit den Langen N = 16,32 und 32 werden damit die Datentypen short integer, word integer
und long realisiert. Dartiber hinaus gibt es die Datentypen unsigned short integer, unsigned word
integer und unsigned long. Geben Sie die minimal und maximal darstellbaren ganzen Zahlen
fiir diese 6 Datentypen an!

Losung:
Die Losung finden Sie in Tabelle 1.1.

Tabelle 1.1: Lésung von Aufgabe 15

Datentyp min Imax
unsigned short int 0 65 535
short int —32 768 32767
unsigned int 0 4294 967 295
int —2147 483 648 2147 483 647
unsigned long int 0 4 294 967 295

longint —2 147 483 648 2 147 483 647

Wandeln Sie die Dezimalzahlen 1,0, —0, 5, 6, 625 und 3 456 in das IEC single-Format um!

Losung:
Die Zahl 1, 0 ist gegeben durch 1, - 2°. Also ist die Mantisse gegeben durch 00000 000 000 000 000 000 000,
die Charakteristik ist gegeben durch 127 4- 0 = 127, also durch 01 111 111.

0, 5ist gegeben durch (0, 1); - 2°. Durch Normalisieren erhélt man den Dualbruch (1,0), -2~ 1.
Die Mantisse ist also 00 000 000 000 000 000 000 000, die Charakteristik 127 —1 = 126 =
(01111 110),.

6,625 entspricht in Dualdarstellung (110,101); - 2° = (1,10101); - 22. Dann ist die Mantisse
gegeben durch m = 01 010 100 000 000 000 000 000; die Charakteristik ist 127 +2 = 129 =
(10 000 001),.
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17.

18.

19.

20.

21.

3456 ist als Dualzahl gegeben durch (110110 000 000); - 2° = (1,101 100 000 00), - 2!1. Die
Mantisse ist dann gegeben durch m = (10 110 000 000 000 000 000 000),, die Charakteristik
durch ¢ =127+ 11 = 138 = (10 001 010)5.

Welche Dezimalzahlen werden im IEC single-Format durch die Charakteristik c; = (10000 000),
und die Mantisse m; = (10000000000 000 000 000 000), beziehungsweise c; = (10100000),,
my = (00100 000 000 000 000 000 000), dargestellt?

Losung:

Die erste Bitfolge stellt x; = 3, denn die Charakteristik entspricht der Zahl 128, dadurch
ergibt sich der Exponent 1. Die Mantisse entspricht (1,1), = 1,5. Insgesamt ergibt sich
xp=1,5-21 =3.

Die zweite Zahl x, hat den Exponenten 33, denn es ist (10 100 000), = 160. Die Mantisse
entspricht (1,001), = 1,125. Dann ist x, = 1,125 - 2%.

Wie sieht die grofite und kleinste darstellbare Gleitkommazahl in einem normalisierten Sy-
stem mit den Parametern b, p, e,,;;, und e;;5x aus? Welche Zahlen ergeben sich fiir die IEC-
Grundformate?

Losung:
Die kleinste Zahl ist
—1,00...00 1 - pemin,
N——
(p—1)—mal
die grofite ist

1,(b—1)(b—1)...(b—1)(b— 1) bems.
p—mal

Die kleinste Zahl fiir IEC single ist —1,00...001-271%, die grofte 1,11...11-2128,
N—— N——
22—mal 23—mal

IEC double berechnet man analog.

Weisen Sie nach, dass der Abstand zwischen 1.0 und % durch eTM gegeben ist!

Losung:

% ist gegeben durch 0,10...0 - b°. Die Zahlen zwischen % und 1 haben den Abstand 0,0...01 -
b = b~F. Dies entspricht

€M bl-r

b b

Definieren Sie fiir Festkommanzahlen mit Skalierungsfaktor s und Verschiebung V eine Mul-
tiplikation, sodass das Produkt x; ® x, der beiden ganzen Zahlen x1,x, dem Produkt der
durch sie dargestellten reellen Zahlen entspricht!

Losung:
f(x1 ®xp) =s(x1 ©@x2) +V = f(x1)f(x2) = (sx1 + V)(sxz + V). Durch Auflgsen erhdlt man
die Darstellung x1 ® xp = sx1x2 + V(x1 + x2) + %V(V —-1).

Berechnen Sie Summe und Differenz fiir x; = 100,x, = 99,7 in einem Gleitkommasystem
mitb =10und p = 2.

Losung:
Durch Angleichen der Exponenten ist die Summe gegeben durch 0,1997-10% = 0,2-10% =
200.

Die Differenz ist gegeben durch 0,0003 - 103 = 0,3 -10° = 0, 3.
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22.

23.

24.

Berechnen Sie im Gleitkommazahlensystem mit b = 10, p = 4 die Summe 0, 4462 - 1074 +
0,2413-1073 40,1234 - 10° von links nach rechts und von rechts nach links. Notieren Sie die
jeweils bei jeder Addition auftretenden Rundungsfehler!

Losung:

Von links nach rechts ergibt sich als erste Summe 0,2859 - 10~3. Durch Angleichen der Expo-
nenten ist dann die Summe gegeben durch 0, 12368592 - 10°, durch Runden ergibt sich dann
das Endergebnis 0, 1237 - 10V.

Von rechts nach links: Die erste Summe berechnet sich als 0,1236413 - 10°, durch Runden
ergibt sicht 0, 1236 - 10°. Die Addition von 0,4462 - 10~* ergibt nach Runden 0, 1236 - 10°.

Summen sollten immer der Grofie nach geordnet berechnet werden; beginnend mit den klein-
sten Summanden!

Das arithmetische Mittel zweier Zahlen ist definiert als % Berechnen Sie mit Gleitkom-
mazahlen mit b = 10, p = 2 fiir x; = 0.99, x, = 0.98 das arithmetische Mittel. Betrachten Sie
den absoluten und den relativen Fehler!

Alternativ ergibt sich das arithmetische Mittel durch x, + (x; — x2)/2. Berechnen Sie das
arithmetische Mittel durch diese Formel und vergleichen Sie die Ergebnisse!

Losung:
Fiir die Summe x; + x; ergibt sich nach Runden das Ergebnis 0,2 - 10'. Multiplikation mit
0,5 - 10° ergibt dann das Endergebnis 0,1 - 10! = 1.

Fiir die Alternative wird zuerst die Differenz x; — x,, dafiir ergibt sich 0,01 - 10°. Multipli-
kation dieser Zahl mit 0,5 - 109 ergibt 0,01 - 109; als Néherung fiir das arithmetische Mittel
insgesamt dann 0,99 - 10°.

Gegeben sind die beiden Rekursionen fo =1—1, fi.; =1 — (k+1)f; und g = 1;&* L mit
einem Startwert Gy, N > k. Die Rekursion fiir g; ergibt sich durch Auflosen der Rekursion
fur f nach fi. Berechnen Sie f3p mit dem Computer und vergleichen Sie das Ergebnis mit g3.
Dabei verwenden Sie fiir g5y einen beliebigen Startwert zwischen —10'? und 10'°. Interpre-

tieren Sie die Ergebnisse!

Losung:
Bei der ,Riickwartsiteration” wird der Fehler, der durch eine ungenaue Zahldarstellung ent-

steht mit m, bei der Vorwaértsiteration mit 30! multipliziert.

Ein Quelltext in C++:

-
// Implementierung der Integralrekursionen filir Aufgabe 24, Kapitel Zahlen

#include <cmath>
#include "intrek.h"

double forwardIteration (unsigned int n)
{

unsigned int counter;

double iterationValue;

iterationvValue = (exp(1.0)-1.0)/exp(1.0);
for (counter = 1; counter <= n; counter++)
iterationValue = 1.0 - counterxiterationValue;

return iterationValue;
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double backwardIteration (unsigned int start, unsigned n, double istart)
{

unsigned int counter;

double iterationValue;

iterationValue = istart;
for (counter = start; counter > n; counter—--)
iterationValue = (l.0-iterationValue)/ (double) (counter) ;

return iterationValue;

/) =——————————————————c——————e——=————smessseses e e s e se e =—e=
// Integralrekursion aus Aufgabe 24, Kapitel Zahlen

//  Hauptprogramm

/) =——————————————————————m—ee—es—eeeesese e e e e e e e e e e e
#include <cmath>

#include <iostream.h>

#include "intrek.h"

int main (void)

{
char vor='v’, zwischen='n’;
int i, N, startN;
double start=0.0;

// Anzahl der Nachkommastellen in der Ausgabe hochsetzen!
cout.precision(12);

EEliE VR Moo " << endl;
cout << " Integralrekursion" << endl;
COUE <R Voo ooooomoeccooooss o e oo e e " << endl;

cout << "Vorwdrts—- oder Rlckwdrtsrekursion?" << endl;
cout << "v = Vorwdrts" << endl;
cin >> vor;
if (vor == 'v’ || vor == 'V’') {
cout << "Welches n soll denn berechnet werden?" << endl;
cin >> N;
cout << "Sollen Zwischenergebnisse ausgegeben werden?" << endl;
cout << "j/n" << endl;
cin >> zwischen;
cout << "Das Ergebnis der Vorwdrtsrekursion" << endl;
cout << "Der Startwert: " << (exp(1l)-1.0)/exp(l.0) << endl;
cout << endl;
if (zwischen == "3j’ || zwischen == "J’) {
for (i=1; i<=N; 1i++)
cout << "k= " << 1 << ": " << forwardIteration (i) << endl;

else
cout << "I_" << N << forwardIteration (N) << endl;
}
else {
cout << "Welches n soll denn berechnet werden?" << endl;
cin >> N;
cout << "Von welchem Startindex soll berechnet werden?" << endl;
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}

cin >> startN;

cout << "Welcher Startwert soll verwendet werden?" << endl;

cin >> start;

cout << "Sollen Zwischenergebnisse ausgegeben werden?" << endl;
cout << "j/n" << endl;

cin >> zwischen;

cout << "Das Ergebnis der Rickwdrtsrekursion" << endl;

cout << "Der Startwert: " << start << endl;
cout << endl;
if (zwischen == "3’ || zwischen == 'J’) ({
for (i=startN; i>= N; i--)
cout << "k= " << i << ": " <<

backwardIteration (startN, i, start) << endl;

else
cout << "I_ll << N << i" B Al <<
backwardIteration (startN, N, start) << endl;

return 0;

}

Hier die Ausgabe fiir die Vorwarts-Iteration:

Das Ergebnis der Vorwdrts-Iteration
Der Startwert: 0.632120558829

k= 1:
k= 2:
k= 3:
k= 4:
k= 5:
k= 6:
k= 7:
k= 8:
k= 9:
k= 10:
k= 11:
k= 12:
k= 13:
k= 14:
k= 15:
k= 16:
k= 17:
k= 18:
k= 19:
k= 20:
k= 21:
k= 22:
k= 23:
k= 24:
k= 25:
k= 26:
k= 27:
k= 28:
k= 29:
k= 30:

.367879441171
.264241117657
.207276647029
.170893411885
.145532940573
.126802356562
.112383504069
.100931967445
0916122929942
.0838770700583
.0773522293588
.0717732476946
.0669477799697
.0627310804239
.0590337936419
.0554593017296
.0571918705973
-0.0294536707515
1.55961974428
-30.1923948856
635.040292597
-13969.8864371
321308.388054
—-7711400.3133
192785008.833
-5012410228.65
135335076174
—-3.78938213288e+12
1.09892081854e+14
-3.29676245561e+15

O O O O O O o o o

o oc e 9O e @ @|o

Im Gegensatz dazu die Ergebnisse der Riickwérts-Iteration, beginnend bei einem beliebigen
Startwert fiir Isg und einem Ergebnis fiir I3):



1 Zahlen

14

25.

26.

Das Ergebnis der Riickwdrtsrekursion

Der Startwert flr n=50:

k= 50:
k= 49:
k= 48:
k= 47:
k= 46:
k= 45:
k= 44:
k= 43:
k= 42:
k= 41:
k= 40:
k= 39:
k= 38:
k= 37:
k= 36:
k= 35:
k= 34:
k= 33:
k= 32:
k= 31:
k= 30:

1000000
-19999.98
408.183265306
-8.48298469388

O O O O O O O OO OO0 oo o o o

.201765631785

.0173529210482
.0218366017545
.0222309863238
.0227388142715
.0232681234697
.0238227286959
.0244044317826
.0250152709799
.0256574928689
.0263335812738
.0270462894091
.0277986774455
.0285941565457
.0294365407107
.0303301081028
.0312796739322

1000000

Berechnen Sie die Produkte (AB)C und A(BC) fiir

Losung:

(AB)C = A(BC) und

ABC—(

—-29
-7

-3

Berechnen Sie A - B mit dem Algorithmus von Strassen:

Losung:

—ON

Um den Algorithmus von Strassen anzuwenden, miissen beide Matrizen durch Nullen zu
4 x 4 Matrizen aufgefiillt werden.

Dann ergeben sich die folgenden Zwischenmatrizen:

35 20
Wi = (o -1
11 0
Ws3 = (_15 0)/W4—

Ws = (—21 0

23

0

)/Wé—

(
(

32 37
5>IW2<O O)/

27 —14
0 0o )’
27 17

15 15

)=

=72 17

42

2

).
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Als Endergebnis ergibt sich wie im Buch das Matrixprodukt
1 23 10
A-B=119 -13 8 |,
59 23 41

wenn man die tiberfliissigen Nullen wieder entfernt.

27. Fir reelle Zahlen gilt die Kiirzungsregel: Aus ab = ac und a # 0 folgt b = ¢, und aus ad = 0
folgta = 0V d = 0. Gelten diese Regeln fiir die Matrix-Arithmetik?

Losung:
Fiir singuldre Matrizen A # 0 konnen die Regeln verletzt werden!



Kapitel 2

Mengenlehre

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

—
o

11.
12.

O P N o U A W N

Wann sind zwei Mengen gleich?

. Was ist eine Potenzmenge?

. Was ist der Durchschnitt und die Vereinigung zweier Mengen?

. Was ist die Differenz und das Komplement zweier Mengen?

. Wie lautet die Summen- und die Produktregel der Kombinatorik?

. Was ist eine Permutation?

Was ist eine Kombination?
Was ist das Pascal’sche Dreieck?

Wie lautet die Vandermond’sche Gleichung und wie lautet ihre Interpretation in der Kombi-
natorik?

. Beschreiben Sie das Inklusions-Exklusions-Prinzip!

Motivieren Sie die Formel fiir das Inklusions-Exklusions-Prinzip!

Was ist ein Derangement?

Methodenfragen

1.

AR R

Die Potenzmenge einer gegebenen Menge aufstellen kénnen.
Eine Mengengleichheit nachweisen kénnen.

Die verschiedenen Mengenoperationen durchfiihren kénnen.

Die Rechenregeln fiir die Mengenoperationen anwenden kénnen.

Mengenbeziehungen und Mengenaussagen durch Venn-Diagramme beschreiben kénnen.
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6. Mit Hilfe der Charakteristik Mengen auf dem Computer darstellen kénnen und damit die
Mengenoperationen durchfiihren kénnen.

7. Die Summen- und Produktregel anwenden kénnen.
8. Permutation und Kombinationen mit und ohne Wiederholung berechnen kénnen.
9. Binomialkoeffizienten berechnen und anwenden konnen.

10. Modellprobleme der Kombinatorik beschreiben und identifizieren kdnnen.

11. Das Inklusions/Exklusions-Prinzip anwenden konnen.

12. Derangements berechnen kénnen.

Ubungsaufgaben

1. Zidhlen Sie die Elemente der folgenden Mengen auf: M; = {x | x ist eine reelle Zahl mit
x?> =1}, My = {x| x ist eine natiirliche Zahl kleiner als 12}, M3 = {x | x ist das Quadrat einer
ganzen Zahl und kleiner als 100}.

Losung:
M; ={1,-1}, M, = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, M3 = {1,4,9, 16,25, 36,49, 64, 81}.

2. Beschreiben Sie die folgenden Mengen mit Hilfe von Eigenschaften: M; = {0,3,6,9,12},
M, ={-3,-2,-1,0,1,2,3}, M3 = {1,3,5,7,9}, My = {x| 2,4,6,8,10}.

Losung:
My ={x|x=k-3k=0,1,2,3,4}, M, = {x|x € Z,|x|] <3}, M3 = {x|x =2k—1,
keNk<5), My ={x|x=2kkeNk<5}.

3. Gegeben sind die Mengen A = {2,4,6}, B={2,6} und C = {4, 6,8}. Welche dieser Mengen
ist eine Teilmenge einer der anderen?

Losung:
Esist B C A.

4. Weisen Sie nach, dass aus A C Bund B C Cauch A C C folgt! Visualisieren Sie diesen Sach-
verhalt mit Hilfe eines Venn-Diagramms!

Losung:
Es ist zu zeigen, dass fiir ein x € A auch x € C gilt. Wegen A C B folgt aus x € A sofort x € B.
Wegen B C C folgt die Behauptung.

Abbildung 2.1: Venn-Diagramm zu Aufgabe 4

5. Bestimmen Sie fiir die Mengen A = {1,2,3,4,5}, B = {0,3,6} die Mengen AUB, AN B,
A\ Bund B\ A.
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10.

Losung:
Esist AUB ={0,1,2,3,4,5,6}, ANB= {3}, A\B={1,2,4,5}, B\ A={0,6}.

. Visualisieren Sie die Gleichung (SUT) \ V = (S\ V) U (T \ V) mit Hilfe eines Venn-Diagramms

und fithren Sie den Nachweis der Mengengleichheit!
Losung:

Einx € (SUT)\ V liegtin S oder in T, aber nicht in V. Dann gilt aber auch x € S\ V oder
xeT\V.

Abbildung 2.2: Venn-Diagramm zu Aufgabe 6

Einx € (S\V)U(T\ V) liegtin S oder in T; aber nicht in V.

. Vereinfachen Sie den Ausdruck (SN T¢)°N (SN T°)!

Losung:
Mit den De Morgan’schen Regeln folgt:

(SENTOY N (S NTE) =

. Bestimmen Sie fiir S = {1,2},T = {a,b} und V = {b,c} die folgenden Mengen: S x (T N

V),(SxT)U(SxV)und (SxT)N(SxV)!

Losung:

Sx(TNV)={(1,b),(2,b)},
(SxT)Uu(SxV)={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,c)}
(SxT)N(SxV)={(1,b),(2,b)}.

. Bestimmen Sie die Potenzmenge der folgenden Mengen: M; = {a}, M, = {a,b}, M3 =

{0,a,b}!

Losung:

P(My) = {0, {a}},

P(Mz) = {0, {a}, {b},{a,b}},

P(Ms) = {0,{0}, {a}, {b}, {0,a},{0,b},{a,b}, {0,a,b}}.

Implementieren Sie eine Darstellung einer Menge mit n Elementen mit Hilfe der Charakte-
ristik und beschreiben Sie damit fiir zwei Teilmengen A und B die Mengen AUB, AN B, A\ B.

Losung:
Hier finden Sie eine Implementierung mit Hilfe der STL-Klasse vector:
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/

R

*

*

*% %

Die Klasse reprdsentiert eine Menge und ihre Teilmengen
mit Hilfe von Charakteristiken.

Die Mengen werden durch Teilmengen der natilirlichen Zahlen reprdsentiert,
beginnend bei 1.

Eine Menge mit drei Elementen also durch {1, 2, 3}.
Thre Teilmenge {2,3} durch die Charakteristik (0,1,1).

Die Charakteristiken werden mit Hilfe der STL-Klasse vector<bool>
realisiert.

* Die STL-Klasse bitset kann nicht verwendet werden, da diese Klasse

*

es nicht zuldsst, die Anzahl der Elemente dynamisch zu spezifizieren.

*/
#ifndef VLSET_H
#define VLSET_H
#include <vector>

class vlSet{
public:

//! Defaultkonstruktor; Menge mit einem Element.

vilSet ();

//! Kopierkonstruktor

v1lSet (const vlSet&);

//! Konstruktor mit Anzahl der Elemente; alle sind enthalten.
v1lSet (int n);

//! Konstruktor mit Anzahl der Elemente, mit konstantem Wert
vlSet (int n, bool val);

//! Konstruktor mit Anzahl der Elemente und Feld

vlSet (int n, boolx);

//! Ist Element i in der Teilmenge enthalten?
bool in(int 1i);

//! Funktion, die die Elemente der Teilmenge auf cout ausgibt
void print (void) ;

//! Funktion fiir das Komplement einer Teilmenge
v1lSet komplement (void) ;

//! Funktion flir den Durchschnitt zweier Teilmengen
v1Set schnitt (const vl1Set);

//! Funktion flr die Vereinigun zweier Teilmengen
v1lSet vereinigung (const vlSet);

//! Funktion flr den Durchschnitt zweier Teilmengen
vlSet differenz (const vlSet);

private:

}i

//! Die Charakteristik; mit einer Defaultldnge von 1
vector<bool> chi;
vector<int> elemente;

#endif // VLSET_H

#include "vlSet.h"

vlSet::vlSet ()
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Und hier ein Testprogramm:

Hier die Ausgaben des Testprogramm:s:
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11.

12.

13.

14.

15.

3

c =

2 3

Das Komplement von a = {1, 3}:
2

Der Durchschnitt von a und b:
3

Die Vereinigung von b und c:
2 3

Die Differenz von c¢ und b:

2

Auf wie viele Arten konnen Sie aus 9 deutsch-, 3 englisch- und 11 franzosisch-sprachigen
Biichern zwei verschiedensprachige auswahlen?

Losung:
Auf9-349-11+4+3-11 = 159 Arten.

Auf wie viele Arten konnen Sie zwei Felder eines Schachbretts auswihlen, die in verschiede-
nen Zeilen und Spalten liegen?

Losung:

Ein Schachbrett hat 8 - 8 = 64 Felder. Nach der Wahl des ersten Felds, fiir das es 64 Moglich-
keiten gibt, stehen noch 7 - 7 Felder zur Verfiigung. Also gibt es 64 - 49 = 3136 Arten der
Auswahl.

Auf wie viele Arten konnen Sie ein Skatspiel mit 32 Karten mischen?

Losung:
Das Mischen entspricht einer 32-Permutation aus 32 Elementenohne Wiederholung, also ist
die Antwort gegeben durch 32!.

Ein Passwort besteht aus zwei Buchstaben und vier Ziffern, wobei die Ziffern, aber nicht die
Buchstaben mehrfach auftreten diirfen. Klein- und Grofischreibung ist als signifikant anzuse-
hen. Wie viele Passworter konnen Sie bilden?

Losung:

Die zwei Buchstaben auf die sechs Stellen zu verteilen entspricht P(6,2) = 6 -5 = 30. Fiir
eine getroffene Auswahl fiir die beiden Buchstaben gibt es dann 52 - 51 Moglichkeiten, fiir
die Ziffern gibt es 10* Moglichkeiten. Insgesamt gibt es dann 30 - (52 - 51 + 10%) = 382680
Passworter.

Weisen Sie die Gleichungen k(}) = n(}"1), (}) = - (" ") nach!

Losung:

Es ist

n—1\ (n—1)!
”(k—1> - Din—1- (k1))
n!
(k—1)I(n—k)!
kn!
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16.

17.

18.

19.

und

ﬁ (n ; l) T - kk!(r(zn_kl)!l)!
n! n
Tkm—k <k>

Weisen Sie nach, dass fiir eine endliche Menge die Anzahl der Teilmengen mit gerader An-
zahl gleich der Anzahl der Teilmengen mit ungerader Anzahl ist!

Losung:
Es gibt fiir ein k < 1 genau (}) Teilmengen mit k Elementen. Es ist also zu zeigen, dass

n n
n n
k=0 kZ <k) Ry (k)
=0, k gerade k=0, k ungerade

gilt. Wenn Sie die Summe auf der rechten Seite nach links bringen, erhalten Sie die Gleichung

n

Y (-1 =o.

k=0
Diese Formel stimmt allerdings, mit der binomischen Formel gilt

n

Y (- =(1-1)" =0,

k=0

Wie viele 10-stellige Dezimalzahlen enthalten die Ziffern 2 und 5, aber nicht 0, 1 oder 9?

Losung:
Mit dem Inklusions-Exklusions-Prinzip folgt dhnlich der Argumentation im Buch als Losung
710 —2.610 4510,

Eine Menge M mit 100 Elementen hat 3 Teilmengen A1, A, und Az mit |[M;| = 60, |A;| = 65,
|Az| =20 mit Aj UAUA3 = Mund Vi, j|A; N A]-| = 20. Bestimmen sie |A1 N Ay N As.

Losung:
Laut Aufgabentext ist Ny = [A; N Aj| = 20.

Esist M = A U A5 U AS. Die Michtigkeit von A{ U A5 U A§ kann mit Hilfe des Inklusions-
ExKklusions-Prinzip berechnet werden als

3
100 = AU 45 U 45| = 1| + | 4al + 4] = (5) Mo+ N

Gesucht ist N3. Durch Auflosen ergibt sich
N3 =100 — (60 + 65 +20) + 3 -20 = 100 — 145 + 60 = 15.

Implementieren Sie eine Funktion, die fiir eine natiirliche Zahl n die Anzahl der Derange-
ments D,, berechnet, und vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit den Werten aus Abschnitt 2.4!

Losung:
Man konnte die Implementierung einfach mit der im Buch angegebenen Formel und mit Hil-
fe der Fakultdt durchfithren. Aber wenn Sie n! mit jedem Summanden multiplizieren, dann

erkennt man, dass
n—2

k-1
Dy=(-1)"+ Y (-1)"* H)(ﬂ —J)
j=

k=1
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gilt.

Dies fiihrt zu einer Implementierung, die keine Fakultit benttigt. Das Produkt kann bei jedem
Summanden mitberechnet werden.

Und hier die Ausgabe fiir n = 6:

Eine Java-Implementierung:




Kapitel 3

Logik

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

2
3
4.
5
6

N

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Was ist eine logische Aussage?

. Wie ist die Konjunktion und die Disjunktion definiert?

. Beschreiben Sie das Exklusive Oder, die Implikation und die Aquivalenz!

Wie ist der Peirce- und der Sheffer-Operator definiert?

. Was ist eine Tautologie, was ein Widerspruch?

. Wie konnen Sie fiir einen gegebenen logischen Ausdruck feststellen, ob er eine Tautologie

oder ein Widerspruch darstellen?
Wann sind zwei logische Ausdriicke gleich?

Wie lauten die De Morgan’schen Regeln der Aussagenlogik?

. Kann jeder logische Ausdruck durch einen Ausdruck ersetzt werden, der nur die Operatoren

-, A\, V enthélt? Gibt es eine analoge Aussage fiir den Sheffer- oder den Peirce-Operator?
Was ist ein Minterm?

Beschreiben Sie die disjunktive und die konjunktive Normalform eines logischen Ausdrucks!
Beschreiben Sie den Begriff des Karnaugh-Diagramms und seine Anwendung!

Was versteht man unter ,SOPE”?

Was ist ein Pradikat?

Beschreiben Sie den All- und den Existenz-Quantor!

Beschreiben Sie die Negation von Pradikaten, die Quantoren beinhalten!

Was ist ein Gegenbeispiel?

Beschreiben Sie direkten Beweis!

Beschreiben Sie den Beweis durch Kontraposition!
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20.
21.

Beschreiben Sie den Widerspruchsbeweis!

Beschreiben Sie den Beweis durch vollstindige Induktion!

Methodenfragen

12.

. Verbale Aussagen in logische Ausdriicke umformen koénnen.

. Wahrheitstafeln fiir logische Ausdriicke aufstellen konnen.

. Die Rechenregeln fiir logische Ausdriicke anwenden kénnen.

. Logische Ausdriicke mit —, V, A, mit | oder mit | schreiben konnen.

. Fiir eine gegebene Wahrheitstafel eine Normalform aufstellen konnen!

. Eine Normalform mit Hilfe von Karnaugh-Diagrammen oder den Rechenregeln vereinfachen

konnen!
Den Wahrheitswert von Pradikaten feststellen konnen.

Pradikate mit Quantoren aufbauen und lesen konnen.

. Pradikate mit Quantoren negieren kénnen.
10.
11.

Kleine und einfache Beweise selbst fithren konnen.
Beweise nachvollziehen konnen.

Induktionsbeweise durchfiihren konnen.

Ubungsaufgaben

1.

Wie viele Aussagenverbindungen gibt es fiir zwei logische Aussagen? Beschreiben Sie alle
moglichen Verbindungen mit Hilfe einer Wahrheitstafel!

Losung:
Es gibt insgesamt 16 = 22" = 2* mogliche Aussagenverbindungen, denn es gibt 2" Zeilen in
der Wahrheitstafel. In Tabelle 3.1 finden Sie eine Zusammenstellung.

fo | fio | fi1 | fiz | f13 | fra | f15 | fie
w | f | f |w |w

wlw |w |w | f |f

fAUf0f 1f 1f If

Tabelle 3.1: Simtliche zweistellige Aussagenverbindungen

f2
f

w
w

g8 88>

g 8

SN N

8 [
S

f7
f
f

IS B
8 g e
g 8 =~8x
88 85

w

s
.

In der Tabelle 3.1 finden Sie die im Buch eingefiihrten, ,klassischen” Aussageverbindungen
wieder. fg ist die Konjunktion, f, die Disjunktion. f5 ist die Implikation und f7 die Aquivalenz
und fig ist das exklusive oder. f9 ist der Sheffer-Operator, f15 der Peirce-Operator.

f1 und f14 sind die beiden Konstanten w und f, also Tautologie und Widerspruch. f; und f;
stimmen mit p bzw. mit g tiberein. f3 ist die Implikation 4 = p, dieser Operator wird auch
Konversion genannt. f1,, die Negation der Implikation, wird auch Inhibition genannt. Und f14
ist die Negation der Implikation f3 = (g = p).
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2. Bestimmen Sie die Wahrheitstafel fiir (p Ag) = (pVq) und p = (9 = (rV —p)).

Losung:

(pANq) = (pV q) ist eine Tautologie.
p = (g = (rV —p)) hat die folgende Wahrheitstabelle:

p=(g=(rvV-p))

S 8 8 € TR T
g EE e

g gmgg T

Ew~8 888 88

3. Ist der Ausdruck (p = ¢q) < (—p A q) eine Tautologie?

Losung:

Der Ausdruck ist keine Tautologie. Wenn die Wahrheitswerte der Variablen p und g tiberein-
stimmen ist der Ausdruck falsch.

4. Weisen Sie nach, dass ((p = q) A (—p = q)) < q eine Tautologie ist!

Losung:

Der Nachweis kann tiber eine Wahrheitstafel wie in Tabelle 3.2 erfolgen:

p 9 p=q9 p=q9 p=9 NCpr=9q9 (p=9A(p=4) <4
f fl w f f w
f w| w w w w
w f f w f w
w w w w w w

5. Weisen Sie nach, dass das Distributivgesetz p A (g Vr) = (pAq) V (p A1) gilt!

Losung:

Tabelle 3.2: Wahrheitstafel zu Aufgabe 4

Der Nachweis erfolgt tiber die Wahrheitstafel 3.3.

p_q r [qVr pA(gVr) pAq pAr (pAg)V(pAT)
fr ) f f f f f
f f wl| w f f f f
frw fl w f f f f
f w w| w f f f f
w f f|f f f f f
w f w| w w f w w
w w f w w w f w
wow o w| w w w w w

Tabelle 3.3: Die Wahrheitstafel zu Aufgabe 5
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6. Weisen Sie nach, dass ((p = q) A (-p = q)) < q eine Tautologie ist!

Losung:
Der Nachweis erfolgt tiber die Wahrheitstafel in Tabelle 3.4.

Tabelle 3.4: Wahrheitstafel zu Aufgabe 6

p qlpr=q9 p=>q9 (p=9ANp=q9 (=9 (p=>q =9
f fl w f f w
f w w w w w
w f f w f w
w w w w w w

7. Fir eine Wechselschaltung konnte die Wahrheitstafel 3.5 stehen. Stellen Sie diese Wechsel-
schaltung mit V, A und — dar!

Tabelle 3.5: Eine Wechselschaltung

p_q91x
w ow | w
w f|f
foow|f
f flw

Losung:
Es gibt zwei Minterme, in disjunktiver Normalform ergibt sich dann (p A q) V (=p A =¢). Der
Wahrheitsverlauf ist identisch mit der Aquivalenz p < g.

Die konjunktive Normalform kann analog mit Mintermen aufgestellt werden. Statt den Zei-
len, die im vorgeschriebenen Verlauf ein w enthalten verwendet man die Zeilen mit f, stellt
die Minterme mit der Disjunktion auf und verbindet die Minterme mit der Konjunktion. Dann
erhilt man fiir die Wechselschaltung (—p VvV q) A (p V —q).

8. Die Wahrheitstafel 3.6 enthilt die vorgegebenen Wahrheitsverldufe fiir zwei logische Schal-
tungen a und b. Schreiben Sie beide logische Ausdriicke in konjunktiver und disjunktiver
Normalform und bestimmen Sie eine SOPE-Darstellung!

Tabelle 3.6: Zwei Schaltungen Tabelle 3.7: Eingangsgrofen fiir Aufgabe 12
p q r|a]|b A B C D | Ziffer
foffluw fofr f f10
f f wlw|w f f f w 1
frw flflw fof ow f 2
f w w|f|f f f w w 3
w f ff|f fow f f| 4
w f w|w|f f w f w 5
w w f|f|f f w w f 6
w o w o w | w| f f w w w 7
w f f f 8
w f f w 9
Losung:

Fiir die Schaltung a gibt es drei Minterme, also lautet die disjunktive Normalform
a=(pA-gAr)V(pAN-qgAr)V(pAgAT).
Die konjunktive Normalform lautet

a=(pVvVgVvr)A(pV-gVr)A(pV gV -r)A(-pVgV-r)A(pVgV-r).
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10.

11.

Als SOPE erhilt man
a=(pAr)V(rA=q)=rA(pV—q).

Die Normalformen fiir die Schaltung b lauten

b= (=pA=qA=r)V(=pA=gqAr)V (=pAgA-r)
=(pV gV -or)A(=pVaVr)A(=pVaVor)A(=pV —qVr)A(-pV gV -r).

Als SOPE erhilt man
(P A=q)V (mpA=r) ==p A(=qV ).

. Schreiben Sie (p = (9 = r)) = ((p = gq) = r) in disjunktiver und konjunktiver Normalform

und stellen Sie eine SOPE-Darstellung auf!

Losung:
Die Wahrheitstafel fiir den Ausdruck finden Sie in Tabelle 3.8. Damit konnen die gesuchten
Normalformen aufgestellt werden.

p g r|q=r p=q p=>@=r p=9=r p=G=r1)=(p=q9 =7
Frrfl o  w w f i
f f w w w w w w
f w f f w w f f
f w w w w w w w
w f f w f w w w
w f w w f w w w
w w f f w f f w
wow w| w w w w w

Tabelle 3.8: Die Wahrheitstafel fiir Aufgabe 9

Die disjunktive Normalform enthélt 6 Minterme:
(P A=gAT)V (2P AGAT)V (P A—G A1)
V(pA-gAr)V(pAgA-T)V (PAGAT)

Die konjunktive Normalform besteht aus einem Minterm:

(pvr),
damit ist auch eine SOPE gefunden.

In einem Auto soll ein Warnton den Fahrer darauf aufmerksam machen, dass das Licht ein-
geschaltet ist, obwohl der Ziindschliissel abgezogen und die Tiir bereits getffnet wurden.
Entwerfen Sie eine Schaltung, die dieses Problem 15st!

Losung:
L = w entspricht ,Licht an”, S = w entspricht ,Schliissel steckt”, T = w entspricht , Ttir ist
geschlossen” und W = w entspricht ,Warnton ertont”. Dann ist W darzustellen als

W=LA-SA-T.

Eine Oldruckl'gontrolle soll fiir folgende zwei Félle Gefahr signaligjeren: der Motor lduft, es
ist aber kein Oldruck vorhanden, oder der Motor lauft und die Oltemperatur ist zu hoch.
Entwickeln Sie eine SOPE-Darstellung fiir einen logischen Ausdruck, der diese Kontrolle rea-
lisiert!
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12.

13. Formulieren Sie die Peano-Axiome aus Kapitel 1 mit Hilfe von Pradikaten und Quantoren!

Losung:

m = w soll ,Motor lduft” entsprechen, d = w entspricht L Oldruck vorhanden” und t = w
soll fiir ,Temperatur in Ordnung” stehen. Dann konnen Sie eine Wahrheitstafel fiir die drei

Aussagen m, d und t und eine Normalform aufstellen; man erhalt

f(m,d, t) = (mA—=d)V (mA—t).

Mit dem BDC-7-Segment-Decoder in Abbildung 3.1 konnen die Ziffern 0 bis 9 durch Signale
auf den Leitungen A, B, C und D dargestellt werden. Stellen Sie einen logischen Ausdruck
auf, der die Darstellung der Ziffern ermoglicht und die Eingaben der Wahrheitstafel 3.7 ver-

wendet!

Losung:

Mit den logischen Ausdriicken

erhalten Sie die Steuerung

Losung:

a

|l
8

e c

d

Abbildung 3.1: Ein 7-Segment-Decoder

zg =" AAN-BA-=CA=D,

z1 =—"AAN-BA-CAD,
zp =AAN-BACA-D,
zz3=-"AAN-BACAD,
z4 = " AANBA-CA-D,
zs =—"AANBA-CAD,
zg = AANBACA-D,
z7z=—AANBACAD,
zg = AN-BA-CA-D,
29 =AAN-BA-CAD

a= —|(Zl V Z4),
b=-(z5Vz),

= "zy,

d= —|(Zl V 24 \/Z7),
zoVzoVzgVzg,

_\(Zl V zZo \/23 \/27),

f
8

—|(ZO V z1 \/Z7).
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14.

15.

16.

P11eN

P2 VneNdnt eN (nt =n+1).
P3VneNnT=1=n¢N).

P VmneN (im+1=n+1=m=n).

P5 Y e N ((p(1) A (p(n) = p(n™)) = p(n)).

Formulieren Sie die Existenz eines inversen Elements fiir die Addition und Multiplikation
von rationalen Zahlen mit Hilfe von Pradikaten und Quantoren!

Losung:
Addition:VpeQ3q€Q (p+4=0).
Multiplikation: Vp € Q,p #039€ Q (p-q=1).

Die folgenden Préadikate sind gegeben: g(x) = ,x ist durch zwei teilbar”, s(x) = ,x ist durch
drei teilbar”, t(x) = ,x ist durch sechs teilbar”. Als Grundbereich soll immer G = N verwen-
det werden. Formulieren Sie die Aussagen

Vx (s(x) = g(x)), Vx (t(x) = s(x)),
Vx ((q(x) As(x)) < t(x)), Vx (—g(x) A =s(x) A —t(x))

verbal und untersuchen Sie ihren Wahrheitswert. Bilden Sie auch die Negationen und formen
Sie die negierten Ausdriicke so um, dass das Negationszeichen unmittelbar vor den Einzel-
aussagen steht!

Losung:

Vx (s(x) = g(x)): Jede natiirliche Zahl, die durch 3 teilbar ist, ist auch durch 2 teilbar. Diese
Aussage ist falsch, denn x = 9 ist zwar durch 3 teilbar, aber keine gerade Zahl.

Die Negation davon ist 3x =(s(x) = g(x)) = 3x (s(x) A ~q(x)). Verbal: ,es gibt eine natiirli-
che Zahl, die durch 3 und nicht durch 2 teilbar ist”. Eine wahre Aussage, x = 9 beispielsweise
macht das Pradikat wahr.

Vx (£(x) = s(x)): Jede natiirliche Zahl, die durch 6 teilbar ist, ist auch durch 3 teilbar. Die
Aussage ist richtig, im Abschnitt iiber die Beweisverfahren wurde diese Aussage bewiesen.
Die Negation davon ist 3x —(#(x) = s(x)) = 3x (£(x) A —=s(x)). Verbal: ,es gibt eine natiirliche
Zahl, die durch 6 und nicht durch 3 teilbar ist”. Eine offensichtlich falsche Aussage.

Vx ((q(x) As(x)) < t(x)): Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 2 und 3 teilbar, wenn
sie durch 6 teilbar ist. Die Aussage ist richtig; liegtan 6 = 2 - 3.

Die Negation davon ist 3x =((g(x) As(x)) < t(x)) = Ix (q(x) As(x)) @ t(x)). Verbal: ,es
gibt eine nattirliche Zahl, die entweder durch 2 und 3 oder durch 6 teilbar ist“. Eine falsche
Aussage.

Vx (—gq(x) A =s(x) A —t(x)): Jede natiirliche Zahl ist nicht durch 2, 3 und 6 teilbar. Diese Aus-
sage ist falsch, denn 6 € N.

Die Negation davon ist 3x —=(—g(x) A =s(x) A =t(x)) = Jx (q(x) Vs(x) V t(x)). Verbal: ,es gibt
eine nattirliche Zahl, die durch 2 oder durch 3 oder durch 6 teilbar ist”. eine Wahre Aussage.

Bilden Sie die Negation der folgenden Aussagen: Vp,g € Q3reR (p<r<gq),Vx € Rdn €
N (n>x),3p €Q (p? =2) und beschreiben Sie die Aussage und ihre Negation verbal.

Losung:

Vp,g € Q3r € R (p < r < q): verbal ist diese Aussage ,fiir alle rationalen Zahlen p und g
gibt es eine reelle Zahl r mit p < r < 4”. Eine wahre Aussage, beispielsweise konnen Sie r als
das arithmetische Mittel von p und g setzen.
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17.

18.

19.

20.

Die Negation davonist 3p,g e QVr e R =(p<r<q)=3p,gecQVreR (r ¢ (p.q))-
Verbal: ,es gibt zwei rationale Zahlen, sodass im Intervall (p, q) keine reelle Zahl liegt”. Eine
falsche Aussage.

Vx € R3n € N (n > x): verbal ist dies Aussage ,fiir jede reelle Zahl x gibt es eine natiirliche
Zahl, die grofser als x ist”. Eine wahre Aussage, die unter der Bezeichnung Archimedes-Axiom
bekannt ist.

Die Negation davon ist 3x € RVn € N —(n > x) = 3x € RVn € N (n << x). Verbal: ,es
gibt eine reelle Zahl x, so dass alle natiirlichen Zahlen kleiner oder hochstens gleich x sind”.
Eine falsche Aussage.

Ip € Q (p? = 2): verbal ist diese Aussage ,es gibt eine rationale Zahl, deren Quadrat 2 ist”.
Eine falsche Aussage, die Tatsache, dass /2 irration ist war der Grund fiir die Einfithrung der
reellen Zahlen.

Die Negation davonistVp € Q —(p?> =2) =Vp € Q (p? # 2). Eine wahre Aussage!
Beweisen Siea > 0,b > 0 = % > ab.

Losung:

Der Beweis kann direkt gefiihrt werden:

2 2 2 _p)2
(a+10) o —I—Zabl—b 4ab _ (a 417) 0.

Quadrate sind immer positiv!

Beweisen Sie durch einen direkten und einen indirekten Beweis, dass das Produkt zweier un-
gerader Zahlen ungerade ist.

Losung:

Direkter Beweis:

Fiir zwei ungerade Zahlen 2n + 1 und 2m + 1 multiplizieren Sie einfach aus: (2n + 1)(2m +
1) = 2(2nm + n + m) + 1. Das Ergebnis ist offensichtlich wieder eine ungerade Zahl.

Indirekter Beweis:

Angenommen, es gibt zwei ungerade Zahlen 2n 41 und 2m + 1, deren Produkt gerade ist.
Dann gibt es eine natiirliche Zahl k mit (2n + 1)(2m + 1) = 2k. Multiplizieren Sie die Klam-
mern auf der linken Seite aus, dann erhalten Sie die Gleichung 2(2nm + n +m) = 2k — 1, ein
Widerspruch.

Beweisen Sie 2" < n! fiirn > 3.

Losung:
Die Induktionsbasis ist n = 4: 24 = 16 < 4! = 24. Der Induktionsschritt folgt aus 2"+ =
2" 2<2n! < (n+1)n!t = (n+ 1)
Beweisen Sie durch vollstandige Induktion die Aussagen }'1" ;i = @, (4i-2)= 2n2.
Losung:
Der Induktionsschritt fiir die erste Aussage kann gefiihrt werden als

o n(n41) (n+1)(n+2)

| — — 7 1= 7
Z;z 5 +n+ 5

Die zweite Behauptung folgt mit dem Induktionsschritt

n+1
Y (4i—2)=2n*+ (4(n+1)—2) =2n* +4n+2=2(n* +2n+1) =2(n+ 1)~
i=1



Kapitel 4

Relationen und Abbildungen

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

2
3
4.
5
6

N

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Was ist eine Relation?

. Beschreiben Sie die Komposition von Relationen!

. Was ist eine inverse Relation?

Was versteht man unter einer identischen Relation?

. Was ist eine Aquivalenzrelation?

. Erldutern Sie die Eigenschaften reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, asymmetrisch und

transitiv einer Relation! Nennen Sie Beispiele!
Was ist eine Partition?

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Partitionen und Aquivalenzrelationen!

. Was ist eine teilgeordnete Menge?

Was ist eine strikte Teilordnung?

Erldutern Sie den Begriff der oberen bzw. unteren Schranke und des Supremums und Infi-
mums!

Was ist ein minimales und was ist ein maximales Element einer teilgeordneten Menge?
Was versteht man unter einer vertraglichen Ordnung in einer teilgeordneten Menge?
Was ist eine topologische Sortierung?

Was ist eine Abbildung?

Was ist eine Funktion?

Erldutern Sie die Eigenschaft rechtseindeutig fiir eine Relation!

Was ist der Graph einer Funktion?

Was ist ein Definitions- und ein Wertebereich?
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20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

Was ist das Bild einer Abbildung?

Erldutern Sie die Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv von Abbildungen!
Was ist eine inverse Abbildung? Wann existiert sie?

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Relationen, Abbildungen und Datenbanken!
Wann sind zwei Mengen gleichméchtig?

Was ist eine abzdhlbare Menge?

Was beschreibt das Symbol RX(?

Wie kann nachgewiesen, dass Z abzahlbar ist?

Wie kann nachgewiesen, dass Q abzahlbar ist?

Wie kann nachgewiesen, dass R tiberabzdhlbar ist?

Erldutern Sie das Cauchy’sche Diagonalisierungsschema!

Erldutern Sie das Cantor’sche Diagonalisierungsschema!

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Mengen und Abbildungen!

Wie kann nachgewiesen werden, dass die Menge aller Algorithmen abz&hlbar ist?

Wie kann nachgewiesen werden, dass die Menge aller totalen Abbildungen f : M* — M*
iiberabzéhlbar ist?

Gibt es nicht-berechenbare Funktionen?

Methodenfragen

1.

*® N o g bk »w DN

10.
11.
12.
13.
14.

Die verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten fiir Relationen anwenden kénnen.
Die Komposition von Relationen bilden kénnen.

Fiir eine gegebene Relation entscheiden konnen, welche Eigenschaften sie hat.
Fiir eine gegebene Aquivalenzrelation die Aquivalenzklassen bilden kénnen.
Entscheiden kénnen, ob eine Aquivalenz- oder Ordnungsrelation vorliegt.

Ein kartesisches Produkt lexikographisch anordnen kénnen.

Elemente aus M* fiir ein gegebenes Alphabet lexikographisch anordnen kénnen.

Supremum, Infimum, minimale und maximale Elemente einer teilgeordneten Menge bestim-
men konnen.

Das Hasse-Diagramm einer teilgeordneten Menge konstruieren kénnen.

Fiir eine teilgeordnete Menge eine topologische Sortierung bestimmen kénnen.
Definitions- und Wertebereich einer Abbildung bestimmen kénnen.

Werte einer gegebenen Abbildung und insbesondere einer Funktion bestimmen kénnen.
Abbildungen und insbesondere Funktionen verketten kénnen.

Den Graphen einer Abbildung und insbesondere einer Funktion darstellen kénnen.
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15.

16.
17.
18.
19.
20.

Feststellen konnen, ob eine gegebene Abbildung bzw. Funktion injektiv und/oder surjektiv
ist.

Fiir eine bijektive Abbildung die inverse Abbildung angeben kénnen.

Die inverse Funktion einer bijektiven Verkettung von Funktionen bilden kénnen.
Projektion, Restriktion und Verbund fiir gegebene Relationen bilden kénnen.
Fiir eine unendliche Teilmenge von N nachweisen konnen, dass sie abzéhlbar ist.

Funktionswerte der Funktion ¢ : M* — N fiir ein gegebenes Alphabet berechnen kénnen.

Ubungsaufgaben

1.

Stellen Sie die Relation R = {(1,2), (1,5), (1,6), (2,2), (2,4), (3,4), (3,6), (4,6), (5,5)} auf
M ={1,2,3,4,5,6} als Pfeildiagramm, als Tabelle, als gerichteter Graph und als bindre Ma-
trix dar!

Losung:
Die Darstellung als binédre Matrix ist gegeben durch

o

O OO OO

OO O ==
DO OO OO
O OO R = O
O, OO O
OO R =)k O

In Tabelle 4.1 sehen Sie die Tabellendarstellung; in den Abbildungen 4.1 und 4.2 die Pfeildar-
stellung und der gerichtete Graph.

m»pwmwm»—u—ua‘x
U‘lO\O\p-b»-lkNO\U‘IN‘Q

Tabelle 4.1: Die Tabellendarstellung zur Aufgabe 1

. Bilden Sie fiir Ry = {(a,b), (a,¢)} und Ry = {(b,d), (c,a)} die Kompositionen R, ' o R ! und

-1 p-1,
Ry oR;"!

Losung:
Ry'oR{ Y ={(d,a),(a,a)},R{ o Ry = {(b,c),(c,c)}.

. Ist fiir reflexive Relationen Ry, R, C M? die Komposition Rj o Ry C M? reflexiv? Beweisen

Sie, dass fiir reflexive Relationen R C R o R gilt!

Losung:
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1 1
2 2
3 3
4 4

Abbildung 4.1: Das Pfeildiagramm zur Abbildung 4.2: Der gerichte?e Graph zur
Aufgabe 1 Aufgabe 1

Wenn beide Relationen reflexiv sind, dann ist (x,x) € Ry und (x,x) € R, fiir alle x € M.
Zu zeigen ist, dass auch Vx € M (x,x) € R o Ry gilt. Das folgt aber aus der Definition der
Komposition.

Fir (x,y) € R miissen Sie (x,y) € R o R nachweisen. R ist reflexiv, also ist (x,x) € R. Mit
(x,y) € Rfolgtdann (x,y) € RoR.

4. Ist die Aussage R o R C R dquivalent zur Definition einer transitiven Relation?

Losung:
Wenn Sie aufschreiben, was R o R C R bedeutet, steht da die Definition der Transitivitat!

5. Geben Sie sdmtliche Partitionen der Menge M = {9,12,21} an. Weisen Sie nach, dass R =
{(x,y) € M2| x hat die gleiche Quersumme wie y} eine Aquivalenzrelation ist, und bestim-
men Sie die Aquivalenzklassen!

Losung:

Die moglichen Partitionen sind K1 = 0, K, = M; Ky = {9}, K, = {12}, Kz = {21};K; =
{9}, K> = {12,21}; K = {12}, K, = {9,21}; Ky = {21}, K, = {9, 12}.

Dass die angegebene Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, kénnen Sie leicht nach-
rechnen. Die Aquivalenzklassen sind [9] = {9}, [12] = {12,21}.

6. Welche der folgenden Relationen sind Aquivalenzrelationen, wenn M die Menge aller Men-
schen und W die Menge aller Wassertiirme in Deutschland darstellt? R,, = {(x,y) € M? | x
ist am gleichen Tag wie y geboren}, R1g = {(n,m) € N?> | n+m = 10}, Ry, = {(x,y) € W? | x
ist hoher als y}.

Losung:

Ry, ist eine Aquivalenzrelation.

Ry ist keine Aquivalenzrelation, denn sie ist nicht reflexiv, (4,4) & Rqg.
Ry ist keine Aquivalenzrelation, sie enthilt tiberhaupt kein Paar (x, x).

7. Die Relation R C N? x N2 soll gegeben sein durch ((a,b), (c,d)) € R< a-d =b-c.Ist R eine
Aquivalenzrelation?

Losung:
Reflexivitit: ist (a,b) € N? ein Paar von natiirlichen Zahlen, dann ist ((a,b), (a,b)) € R, denn
esista-b=">b-a.
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10.

11.

Symmetrie: falls ((a,b),(c,d)) € R, dannista-d = b-c. Dann ist auch ¢-b = d - a, und
((c,d),(a,b)) € R.

Transitivitat: falls ((a,b), (c,d)) € Rund ((c,d), (e, f)) €, dann muss nachgewiesen werden,
dann auch ((a,b), (e, f)) € R.

Esista-d="b-cundc- f =d-e; damit gilt auch
a-d d-e
b=—f=—1
Dann gilt
de_ad

a-f=a— = e="b-e.
f c c

Damit ist R eine Aquivalenzrelation.

. Welche der folgenden Mengen von Teilmengen von M = {1,2,3,4,5,6} ist eine Partition:

T = {{1,2},{2,3,4},{4,5,6}}, T = {{1},{2,3,6}, {4}, {5}}, T = {{2,4,6},{1,3,5}},
Ty = {{1,4,5},{2,6}}?

Losung:
Ty ist keine Partition, denn {1,2} N {2,3,4} = {2} # 0.
T, und T; sind Partitionen, die Teilmengen sind disjunkt, als Vereinigung erhalten Sie M.

Ty ist keine Partition; die Teilmengen sind zwar disjunkt, aber in der Vereinigung fehlt das
Element 3 € M.

. Welche der folgenden durch bindre Matrizen gegebenen Relationen sind Teilordnungen?

1010
101 110

R1::(110),R2::(010),R3:: oa19 ).
001 111 0011

Losung:

Alle drei Relationen sind reflexiv, denn auf der Diagonalen steht 1.

Ry ist nicht antisymmetrisch, denn sowohl das Element 23 und 32 der Matrix ist Null. Also
kann R; keine Teilordnung sein. Auch Rj ist nicht antisymmetrisch, da sowohl das Element
12 als auch das Element 21 der Matrix 0 ist. R; ist antisymmetrisch; denn fiir ein Element 4;;
der bindren Matrix mit i # j mit ajj=0istaj; = 1bzw. fiira;; = 1ista; = 0.

R ist auch transitiv; es gilt Ry o Ry = Rp. Damit ist R; eine Teilordung.

Beweisen Sie, dass fiir die teilgeordnete Menge (M, R) auch (M, R~!) eine teilgeordnete Men-
ge ist.

Losung:

Wenn R reflexiv ist, dann ist auch R™! reflexiv. Auch die Antisymmetrie fiir R! ist klar,
wenn R antisymmetrisch ist; und mit dem gleichen Argument ist R~ transitiv, wenn R diese
Eigenschaft hat.

Essei S = {1,2,3,4}. Als Ordnung sei die lexikographische Ordnung mit < auf S? gegeben.
Finden Sie alle Paare in S%, die kleiner als (2,3) oder groBer als (3,1) sind!

Losung:
Kleiner als (2, 3) sind alle Paare, die als erste Komponente eine 1 haben, und die beiden Paare
(2,1) und (2,2).

Grofer als (

3,1) sind alle Paare, deren erste Komponente groler als 3 sind, und die Paare
(3,2),(3,3),(3,4

,4).
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12. Ordnen Sie die Bitstrings 0, 01, 11, 001, 010, 011, 0001 und 0101 lexikographisch an, mit der

13.

14. Gegeben ist die teilgeordnete Menge ({3,5,9,15,24,45},|). Geben Sie die maximalen und
minimalen Elemente an! Geben Sie alle oberen Schranken fiir die Teilmenge {3,5} und das

15.

Teilordnung 0 < 1 fiir ein Bit!

Losung:
Esist 0 < 0001 < 001 < 01 <010 <0101 <011 < 11.

Zeichnen Sie das Hasse-Diagramm fiir die Teilbarkeit ohne Rest auf den Mengen M; =

{1,2,3,4,5,6,7,8}, M, = {1,2,3,5,7,11,13}, M3 = {1,2,3,6,12,24,36,48} und M,

{1,2,4,8,16,32, 64}!

Losung:
Die Diagramme finden Sie in Abbildung 4.3.

8

64

48

24 36

16

1
Abbildung 4.3: Die Hasse-Diagramme fiir Aufgabe 13

Supremum an, falls es existiert. Bestimmen Sie die unteren Schranken der Teilmenge {15, 45}

und das Infimum, falls es existiert.
Losung:
24 und 45 sind maximale Elemente, 3 und 5 minimale Elemente.

15 und 45 sind obere Schranken fiir {3,5}. Das Supremum ist 15.
15, 5 und 3 sind untere Schranken fiir {15, 45}, das Infimum ist 15.

Fiir eine Menge M und ihre Potenzmenge P(M) sollen die Teilmengen A, B C M betrachten

werden. Begriinden Sie, dass A N B das Infimum und A U B das Supremum von {A, B} €

P(M) ist!
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Losung:

A N B ist sicher eine untere Schranke fiir {A, B}, dennesist ANB C A, ANB C B. Ange-
nommen, es gibt eine untere Schranke, also eine Teilmenge U € P(M) mit ANB C U und
U C A, U C B.Essoll also ein x € U geben, das nicht in A N B liegt, aber in beiden Mengen
A und B. Dann muss es im Schnitt liegen, ein Widerspruch. Also ist der Durchschnitt A N B
das Infimum.

Analog wird fiir A U B argumentiert. Die Vereinigung ist sicher eine obere Schranke fiir
{A, B}. Und es kann keine kleinere obere Schranke geben; eine Annahme kann zum Wider-
spruch gefiihrt werden.

16. Bestimmen Sie eine topologische Sortierung fiir die teilgeordnete Mengen in 4.17 und 4.4!

h

f 8

d e

b c
a

Abbildung 4.4: Hasse-Diagramme fiir Aufgabe 16

Losung:

Fiir die Teilordnung aus Abbildung 4.17 gibt es keine eindeutige topologische Sortierung; ei-
ne Moglichkeit ist a,c,b,¢e,d,g, f, h, j. Den Verlauf fiir diese Losung sehen Sie in Abbildung
4.5.

Fiir die linke Teilordnung in Abbildung 4.4 ist eine topologische Sortierung gegeben durch
a,b,d,c,e g, f, h. Den Verlauf fiir diese Losung sehen Sie in Abbildung 4.6.

Fiir die rechte Teilordnung in Abbildung 4.4 ist eine topologische Sortierung gegeben durch
c,f,ga,bed,ih,j kI m Den Verlauf fiir diese Losung sehen Sie in Abbildung 4.7.

h j h j h j
s f 8 f 8 f
d e d e d e
b c b c b

a

i )
g[ {
d
-h\If ol e o]

f

Abbildung 4.5: Losung fiir die Teilordnung aus Abbildung 4.17 im Buch

17. M sei die Menge aller Bitfolgen. Welche der folgenden Relationen aus M X N ist eine Abbil-
dung: f1(x) ist die Position einer 0 in x; f(x) ist die Anzahl der 1 in x, f3(x) ist die kleinste
natiirliche Zahl 7, sodass das i-te Bit eine 1 ist; dabei wird fiir das leere Wort f3(e) = 0 gesetzt.
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Abbildung 4.6: Losung fiir die Teilordnung aus Abbildung 4.4 links
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Abbildung 4.7: Losung fiir die Teilordnung aus Abbildung 4.4 rechts

Losung:
f1 ist keine Abbildung; fiir die Bitfolge 1010 gibt es den Wert 2 und den Wert 4.

f2 ist eine Abbildung; sie ist eine rechtseindeutige Relation.

f3 ist eine Abbildung, denn sie ist eine rechtseindeutige Relation. Allerdings gibt es Bitfolgen,
fiir die es keine Werte gibt wie beispielsweise 00.

18. Geben Sie die folgenden Werte an: [1,1], [3], |2+ [2]] und |} - [3]]. Weisen Sie die folgen-
den Eigenschaften nach: [x +m]| = |x| +m, [x +m]| = [x]| +m fur m € Z.

Losung:
Die gesuchten Werte sind

1 =1=[) 15+ =3+ =115l =15 1 =0
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19.

20.

21.

22.

|x+m|=|x] +m:
Angenommen, es ist | x| = n € Z. Dann ist die Ungleichung n < x < n + 1 erfiillt. Wenn Sie
zu dieser Ungleichungskette m addieren, erhalten Sie

n+m<x+m<n+m+1.

Dann ist aber offensichtlich |x +m]| =n +m = |x] + m.
[x +m]| = [x] +m:

Angenommen, es ist [x]| = n € Z. Dann ist die Ungleichung n — 1 < x < n erfiillt. Wenn Sie
zu dieser Ungleichungskette m addieren, erhalten Sie

n+m—-—1<x+m<n+m.
Dann ist aber offensichtlich [x +m| =n +m = [x] 4+ m.

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen f : Z — Z auf Injektivitit, Surjektivitdt und
Bijektivitat: f1(n) = n—1, fo(n) = n* + 1, f3(n) = n®, fa(n) = [5].

Losung:

f1 ist bijektiv. Sie ist injektiv, aus f(n) = f(m) folgt n —1 = m — 1 und damit n = m. Sie ist
surjektiv, denn fiir m € Z ist das Urbild gegeben durch m + 1: f(m + 1) = m.

f2 ist weder injektiv noch surjektiv. Sowohl 1 als auch —n € Z haben das gleiche Bild f,(n) =
f2(—n) = n? + 1. Alle ganze Zahlen kleiner als 1 haben kein Urbild, denn es ist n? +1 > 1.
f3 ist injektiv, denn aus f3(n) = f3(m) folgt n> = m3 und auch n = m. Sie ist nicht surjektiv,
fiir 2 gibt es keine ganze Zahl mit n® = 2.

fa ist nicht injektiv, denn es gilt f4(1) = [3] = 1 = [3] = f4(2). fu ist surjektiv. Fiir m € Z ist
das Urbild gegeben durch 2m.

Bestimmen Sie fiir die reellen Funktionen f(x) = x +1,¢(x) = 2x und h(x) = x? die Verket-
tungen fog,foh,gof,goh,ho fund hog!

Losung:

Es gilt
(fog)x) =2v+1,
(foh)(x) =x*+1,
(gof)(x) =2(x+1),
(goh)(x) = 2x2,
(hoh)(x) = (x+1)?,
(hog)(x) = 4x?

Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen f; : R — R: f1(x) = [2x], fo(x) = [3],
f3(x) = [x] + 3], falx) = [2x] - [5].

Losung:
Die Graphen finden sie in Abbildung 4.8.

Finden Sie fiir f(x) = | x| die folgenden Bilder der inversen Funktion: f~1(0), f~1({-1;0,1}),
FH{x |0 <x < 1}).

Losung:

F7H0) =[0;1); fF1({-1;0,1}) = [-1;2); f 1 ({x [0 < x < 1}) = 0.
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Abbildung 4.8: Die Graphen fiir Abbildung 21. Oben links f;, oben rechts f,, unten links f3, unter rechts f4

23.

24.

Geben Sie an, welche der folgenden Mengen abzahlbar ist, und geben Sie die Zuordnung
zwischen N und den abzédhlbaren Mengen an: die negativen ganzen Zahlen, die ungeraden
nattirlichen Zahlen, die reellen Zahlen zwischen 0 und % und alle ganzen Zahlen, die ein Viel-
faches von 7 sind.

Losung:

Die negativen ganzen Zahlen sind abzéhlbar; die Zuordnung ist einfach gegeben durch —n
fir n € N. Auch die ungeraden Zahlen sind abzahlbar; sie sind eine Teilmenge einer abz&hl-
baren Menge. Die Zuordnun ist gegeben durch 2n + 1 fiir n € N.

Die reellen Zahlen zwischen 0 und 3 sind iiberabzéhlbar; die Diagonalisierung kann genauso
wie im Fall [0; 1] durchgefiihrt werden.

Alle Vielfachen von 7 sind abzdhlbar. Z ist abzadhlbar, und mit 7z fiir z € Z ist eine Zordnung
gegeben.

Bestimmen Sie die Funktionswerte der Abbildung ¢ : M* — N fiir das Alphabet My =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} fiir die folgenden Worte: w; = 55, wp, = 101, w3 = 999. Bestimmen
Sie fiir das Alphabet M, = {0,1} die Funktionswerte fiir die folgenden Worte: w, = 0101,
ws = 00011, we = 111000.

Losung:

d(w1) =6-11+6-121 = 792.

G(wp) =2-114+1-112 +2-113 = 2 805.
¢(w3) =10-11+10-11%2 4+ 10- 113 = 14 630.
$(wy) =1-3+2-32+1-3%42.3% =210.
(ws)

(ws)

P(ws) =1-3+1-3241-3%+2.3%42.3° =687.
P(wg) =2-3+4+2-3242-3%+1.344+1-3°+1-.3°=1131.



Kapitel 5

Lineare Gleichungssysteme und der
Gauf$-Algorithmus

Verstindnisfragen

Sachfragen

1. Was ist ein lineares Gleichungssystem?

. Was ist die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems?
. Was ist eine obere bzw. untere Dreiecksmatrix?

. Was ist ein gestaffeltes lineares Gleichungssystem?

. Wie verlduft die Riickwérts— bzw. Vorwdartssubstitution?

. Den Verlauf der Gaufs-Elimination erldutern konnen.

. Die Matrix-Darstellung der Gaufi-Elimination herleiten kénnen.

. Bedingungen fiir die Invertierbarkeit einer quadratischen Matrix kennen.

O 00 N O U k= W

. Die LU-Zerlegung und ihre Anwendung bei der Losung von linearen Gleichungssystemen
erldutern kénnen.

10. Was versteht man unter Scheinskalierung?

11. Was versteht man unter der Pivotwahl? Welche Strategien kennen Sie?
12. Was ist eine Determinante?

13. Wie wird eine 2 x 2 Determinante berechnet?

14. Welche Eigenschaften haben Determinanten?

15. Wie wird eine 3 x 3 Determinanten berechnet?

16. Erldutern Sie den Laplace’schen Entwicklungssatz zur Berechnung allgemeiner Determinan-
ten!

17. Was ist ein Eigenwert einer quadratischen Matrix?
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18.
19.
20.

Was ist ein Eigenvektor einer quadratischen Matrix?
Wie werden Eigenwerte und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix berechnet?

Was versteht man unter der Ahnlichkeit von Matrizen?

Methodenfragen

1.

N

x® NN o O o~ W

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.

1.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems aufstellen konnen.

. Ein gestaffeltes lineares Gleichungssystem erkennen und mit Riickwérts- oder Vorwartssub-

stitution 16sen konnen.

. Elementare Zeilenumformungen durchfiihren kénnen.

. GauB3-Elimination durchfiihren kénnen.

. Elementarmatrizen zu elementaren Zeilenumformungen aufstellen kénnen.

. Feststellen kénnen, ob eine gegebenen quadratische Matrix invertierbar ist.

. Die Inverse einer invertierbaren quadratischen Matrix mit Gaufs-Jordan bestimmen kénnen.

. Die Inverse einer invertierbaren quadratischen Matrix mit linearen Gleichungssystemen be-

stimmen konnen.

. Mit einer gegebenen LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix ein lineares Gleichungssystem

16sen konnen.
Die LU-Zerlegung mit und ohne Zeilenvertauschungen durchfiithren kénnen.

Die Gauf8-Elimination und die LU-Zerlegung mit Scheinskalierung und Spaltenpivotsuche
implementieren konnen.

2 x 2,3 x 3 und beliebige n x n-Determinanten berechnen kénnen.

Die Eigenschaften der Determinante anwenden konnen.

Der Laplace’schen Entwicklungssatz anwenden kénnen.

Eigenwerte und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix berechnen kénnen.

Entscheiden koénnen, ob eine Matrix zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist.

Ubungsaufgaben
bc -2
Bestimmen Sie in der erweiterten Koeffizientenmatrix (g a Z 8 ) die Koeffizienten a,b und
ca 0
c so, dass das zugehorige Gleichungssystem genau die Losung x; = 1,x; = —1 und x3 = 2
besitzt!
Losung:

a,b, c ergeben sich als Losung des Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix

Das Gleichungssystem erhalten Sie, indem Sie die gegebene Losung in die Gleichungen ein-
setzen und nach g, b und c sortieren. Die Losung dieses Gleichungssystems ist gegeben durch
a=-1,b=3,c=1.
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2. Bestimmen Sie die Koeffizienten des Polynoms p(x) = a3x> +ayx? +a1x +ag so, dass p(—1) =
0,p(1) =2,p(2) =3,p(3) = 12 erfiillt sind!

Losung:

Die Koeffizienten des kubischen Polynoms ergeben sich als Losung eines linearen Gleichungs-
systems. Die Gleichungen fiir das System erhalten Sie, indem sie die gegebenen Punkte in die
Polynome einsetzen; die rechte Seite ist durch die vorgegebenen Funktionswerte gegeben. Als
Losung erhédlt manas = 1,a, = —2,a1 = 0,49 = 3.

12,
10

8
6
4
2

A A
Abbildung 5.1: Das gesuchte Polynom aus Aufgabe 2

3. Bestimmen Sie die Elementarmatrizen Eq, E,, E3 und E4 mit E{A = B,E;,B = A,E3A =
34 1 81 5 34 1
C, E4C = A fir die Matrizen A = (2 -7 —1> , B= (2 -7 —1) , C= (2 -7 —1).
81 5 34 1 2-7 3
Losung:
Die Elementarmatrix E; ist die Matrix, die die erste mit der dritten Zeile vertauscht. Auch E,
ist durch diese Matrix gegeben. E3 ist die Matrix, die von der dritten Zeile das zweifache der
ersten Zeile subtrahiert; E4 addiert zur dritten Zeile das zweifache der ersten Zeile hinzu.

Es ist

4. Losen Sie die linearen Gleichungssysteme Ax = b mit Hilfe der Gauf3-Elimination fiir die

101 3 9-11104 9
erweiterten Koeffizientenmatrizen (2 21 10) und % :126 121 % _37 .
0214 10 028

Losung:
Die Losung fiir das 3 x 3 Gleichungssystem ist x = (3, 2, O)T ; fiir das 4 x 4 System erhélt man
die Losung x = (2,1, -1, 3)T.

1000
. .. . 164
5. Bestimmen Sie die Inversen der Matrizen A = ( 21 % —51 ) und B = (% 39 8) !
- 1357

Losung:

A ist nicht invertierbar, der Gauf3-Jordan Algorithmus bricht ab. B ist invertierbar und eine
untere Dreiecksmatrix, also muss nur noch das untere Dreieck eliminiert werden. Das Ergeb-
nis des Gauf$-Jordan-Algorithmus ist

Q=

B! =

Q=
gl o O

1

7

o O
o | W= O
N O © O

6. Schreiben Sie eine Funktion in der Programmiersprache Ihrer Wahl, die die Riickwértssubsti-
tution fiir eine obere Dreiecks-Matrix A und eine rechte Seite b durchfiihrt. Testen Sie diese
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Funktion an selbst gewéhlten linearen Gleichungssystemen!

Losung:

Hier ein Java-Code mit Hilfe der Ninja-Klassen (Ninja steht fiir Numerical Intensive Java). Auf
www.matheinfo.de finden Sie Links zum Download dieser frei zur Verfiigung stehenden Klas-
sen fiir die Arbeit mit Vektoren, Matrizen in Java. Auch die BLAS, die Basic Linear Algebra
Subroutines, ist in Ninja enthalten.

Hier der Java-Code:

import com.ibm.math.array.x; // import the Array package

public class backsub {
private static void backSubstitution (doubleArray2D A, doubleArraylD b)
{
// Riicksubstitution filir eine gegebene obere Dreiecksmatrix
// und eine rechte Seite. Das Ergebnis steht anschlieBend auf der
// libergebenen rechten Seite!
int i, j, n = b.size();
double summe;

for (i=n-1; i>=0; i—-) {
summe = b.get (i) ;
for (j=i+1; Jj<n; Jj++) {
summe —-= A.get (i, j)*b.get (3J);
}

b.set (i, summe/A.get (i,1i));

public static void main (String[] args) {
int n = 3; // problem size
doubleArraylD b = new doubleArraylD (n);
doubleArraylD x new doubleArraylD (n);
doubleArray2D A = new doubleArray2D (n,n);

initArrays (A,Db) ;

// b auf x kopieren, damit spdter die Probe durchgefiihrt werden kann
x.assign (b);

backSubstitution (A, x);

System.out.println ("Die berechnete LOsung x");
System.out.println("x[0] = "+x.get (0));
System.out.println("x[1] = "+x.get (1l));
System.out.println("x[2] = "+x.get (2));

if (validate (A,x,b))
System.out.println("Die Probe war erfolgreich!");

}

Mit Hilfe der Funktion initArrays werden die Koeffizientenmatrix und die rechte Seite be-
setzt. Achten Sie darauf, dass die Funktion backSubstitution den iibergebenen Vektor b
iiberschreibt!

private static void initArrays (doubleArray2D A, doubleArraylD b) {
b.set (0, 1.0); b.set(l, 1.0); b.set(2, 0.6);
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A.set (0,0, 1.0); A.set (0, 1, -1.0); A.set (0, 2, 0.0);

A.set (1,0, 0.0); A.set(1, 1, 5.0); A.set(l, 2, -3.0);

A.set (2,0, 0.0); A.set(2, 1, 0.0); A.set(2, 2, 1.8);
}

Fiir diese Werte, also

1 -1 0 1
A=10 5 =-3],b= 1
0o 0 1,8 0,6
erhélt man die Losung
1,4
X = 0,4
0,3333

Mit der folgenden Funktion validate wird die Probe durchgefiihrt:

private static boolean validate (doubleArray2D A, doubleArraylD x,
doubleArraylD b) {
// Probe der berechneten LO&sung

boolean ok = true;
double eps = 1le-09, error;
int n = x.size();

doubleArraylD bb = new doubleArraylD(n);

// Berechne Ax mit Hilfe von dgemv der BLAS!
Blas.dgemv (Blas.NoTranspose,1.0,A,%,0.0,bb) ;

for (int i=0; i<n; i++) {
error = Math.abs (b.get (i)-bb.get (1));
if (error > eps) {
ok = false;

}

return ok;

}

7. Schreiben Sie eine Funktion in der Programmiersprache Threr Wahl, die die Gauf3-Elimination
fiir eine Matrix A und eine rechte Seite b durchfiihrt. Testen Sie diese Funktion an selbst
gewdhlten linearen Gleichungssystemen und mit der Funktion aus Aufgabe 6!

Losung:
Mit der Riickwértssubstitution aus der Losung zu Aufgabe 6 und dem folgenden Quellcode
konnen lineare Gleichungssysteme wie

1 -1 O 1
-1 6 -3]x=10
0 -3 3,6 0

gelost werden. Die obere Dreiecksmatrix aus der Losung von Aufgabe 6 ist das Ergebnis
der Gaufi-Elimination fiir diese erweiterte Koeffizientenmatrix. Die Besetzung der Matrix
muss entsprechend angepasst werden. Ganz wichtig: die Funktion gausselimination tiber-
schreibt das obere Dreieck; also muss fiir die Probe die Originalmatrix gesichert werden!

public class gauss {
public static void main(String[] args) {

int n = 3; // problem size
doubleArraylD b = new doubleArraylD(n);
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do
do
do

in

// b auf x kopieren,

X.

ubleArraylD x = new doubleArraylD(n);
ubleArray2D A = new doubleArray2D (n,n);
ubleArray2D Aalt = new doubleArray2D (n,n);

itArrays (A, Db);

assign (b) ;

// Das gleiche fiir A

Aa

lt.assign (A);

// Die Gauss-Zerlegung aufrufen

ga

ussElimination (A, x) ;

// Rickwdrtsaufldsung durchfiihren

ba

Sy
Sy
Sy
Sy
if

el

/!

* GauB-Elimination filir eine quadratische Matrix und einer

ckSubstitution (A, Xx);

stem.out.println("Die berechnete L&sung x");

"tx.get (0));
"tx.get (1)) ;
"tx.get (2));

System.out.println("Die Probe war erfolgreich!");

(
stem.out.println("x[0] =
stem.out.println("x[1] =
stem.out.println("x[2] =

(validate (Aalt, x,Db))
se

System.out.println ("Die Probe hat nicht gepasst!");

* gegebenen rechten Seite.

*/

private static void gaussEelimination (doubleArray2D A, doubleArraylD b)

{

in

fo

t i, j, k, n = b.size();

r (J=0; Jj<n; J++)
for (i=j+1; i<n; i++)

Beide Argumente werden liberschrieben!

{

for (k=j+1; k<n; k+t++)
A.set(i,k, A.get (i, k)

b.set(i,b.get (1) -

(A.get (i,3)/A.get (J,])) *b.get (J));

damit spdter die Probe durchgefiihrt werden kann

(A.get (i,])/A.get(3,3))*A.get (J,k));

private static void initArrays (doubleArray2D A,

19

b

set (0, 1.0); b.set (1, 0.0);

.set (0,0, 1.0); A.set (0,
.set (1,0, -1.0); A.set (1,
.set (2,0, 0.0); A.set(2,

b.set (2, 0.0);

-1.0);
6.0);
-3.0);

A.set (0,
A.set (1,
A.set (2,

doubleArraylD Db)

2
2

I4

4
2,

0.0);
-3.0);
3.6);

{
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Die obere Dreiecksmatrix kann man sich auch ausgeben lassen; insgesamt erhilt man eine
Ausgabe wie:

Der erste Spalte nach GauB

A[O0,0] = 1.0

Der zweite Spalte nach GauB
A[O0,1] = -1.0

A[l,1] = 5.0

Der dritte Spalte nach GauB
A[0,2] = 0.0

A[l,2] = -3.0

A[2,2] = 1.8000000000000003
Die berechnete L&sung x
x[0] = 1.4

x[1] = 0.39999999999999997
x[2] = 0.33333333333333326
Die Probe war erfolgreich!

8. Die Hilbert-Matrix ist eine quadratische Matrix mit h; i = iﬂ%l, 1 < i,j < n. Invertieren Sie

H, mit Hilfe der Gau8-Elimination und Riicksubstitution aus Aufgabe 7. Vergleichen Sie Thre
Ergebnisse mit der exakten Inversen H,, !, die durch

_ . . . . I—1 j— i j— 2
hij1 =(-1)"(i+j- 1)(11:1]’/)(”211'1)(1112) :

gegeben ist!

Losung:

Die Inverse der Hilbertmatrix H,, kann mit Hilfe der Gauss-Elimination in den letzten beiden
Aufgaben gelost werden. Als rechte Seiten verwendet man die n kanonischen Einheitsvekto-
ren; dann erhalten Sie die jeweiligen Spalten der Matrix.

Wenn Sie zur Klasse der letzten Aufgabe noch eine Funktion beifiigen, die die Hilbertmatrix
besetzt wie

private static doubleArray2D hilbertmatrix (int n) {
doubleArray2D hn = new doubleArray2D(n,n);
int 1, 3;

for (i=0; i<n; 1i++)
for (j=0; J<n; Jj++)
hn.set (i, j, 1.0/ (i+3j+1.0));
return hn;

}

dann erhélt man beispielsweise fiir n = 3 die erste Spalte

Die berechnete erste Spalte der Inversen filir n=3:
x[0] = 9.000000000000043

x[1] = -36.000000000000234

x[2] = 30.000000000000224

Die Probe war erfolgreich!

Die Probe-Funktion ist offensichtlich zufrieden.

Das Ganze geht gut, bis Sie in den Bereich von n = 11 und n = 12 kommen. Das liegt
daran, dass die Hilbertmatrix ein Beispiel einer schlecht-konditionierten Matrix ist. Die Run-
dungsfehler, die bei der Gauf3-Elimination unweigerlich auftreten, werden mit einem immer
grofleren Faktor, der Kondition der Matrix, multipliziert. Ist diese Kondition groier wie die
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Maschinengenauigkeit, kann das Ergebnis nicht mehr sinnvoll sein. Die Kondition der Hil-
bertmatrix steigt exponentiell an; bei n = 11 ergibt sich auf Cygwin und JDK1.4 noch die
Ausgabe

Die berechnete erste Spalte der Inversen filir n=11:
x[0] = 120.89701771433465

x[1] = -7249.145595417011
x[2] = 141286.79323580535
x[3] = -1318138.0520180147
x[4] = 6917893.199034784
x[5] = -2.2130997809192467E7
x[6] = 4.477813681939939E7
x[7] = -5.755993554357505E7
x[8] = 4.5560038581912935E7
x[9] = -2.024568544551592E7
x[10] = 3864540.6361000347

Die Probe war erfolgreich!
Dabei vergleicht die Probe-Funktion das Ergebnis von Ax mit b mit einer Genauigkeit von
107. Bei n = 12 ergibt sich auf meinem Rechner dann

Die berechnete erste Spalte der Inversen fir n=12:
x[0] = 141.5584489814937

x[1] = -9986.581068394009
x[2] = 230509.64239294577
x[3] = —-2570134.73345685
x[4] = 1.6325579265833031E7
x[5] = —6.4343784039349094E7
x[6] = 1.6454066371450692E8
x[7] = -2.777840891763152E8
x[8] = 3.0733657354688287E8
x[9] = -2.1432348592910305E8
x[10] = 8.544011827110982E7
x[11] = -1.4842115901764408E7

Die Probe hat nicht gepasst!

Fiir noch groflere Werte von 1 werden die Ergebnisse immer unsinniger ...

9. In vielen Anwendungen tauchen lineare Gleichungssysteme mit tridiagonaler Koeffizienten-
matrix auf. Fiir n = 5 hat die tridiagonale Koeffizientenmatrix die Form

a b] 000
c1 ax bz 00
A - 0 Cp as h3 0
00 C3 a4 b4
000 Cq A5

Wenn die Gauf3-Elimination fiir eine solche Koeffizientenmatrix ohne Zeilenvertauschung
durchfiihrbar ist, dann muss eine LU-Zerlegung existieren, bei der L eine bidiagonale un-
tere und U eine bidiagonale obere Dreiecksmatrix ist. Stellen Sie einen Algorithmus auf, der
fiir eine gegebene n x n-Tridiagonalmatrix diese LU-Zerlegung berechnet wenn keine Zeilen-
vertauschungen nétig sind. Implementieren Sie den Algorithmus in der Programmiersprache
Ihrer Wahl und testen Sie die Funktion an selbst gewéhlten Beispielen!

Losung:

Die LU-Zerlegung einer Tridiagonalmatrix muss aus zwei Matrizen bestehen, die jeweils eine
Haupt- und eine Nebendiagonale besitzen. Das kann man leicht verifizieren; nehmen Sie an,
es wire falsch, dann sieht man schnell, dass das Produkt LU keine Tridiagonalmatrix ist.
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Es ist also
ai bl 0 0 0 1 mq 1
c1 dp bz 0 0 Z1 1 myp 71
0 Cr ds b3 0 = 12 1 ms 13
0 0 C3 a4 b4 13 1 my T4
0 0 0 Cq 4ds l4 1 ms

Die Unbekannten Elemente /;, m; und r; sind dann durch Koeffizientenvergleich bestimmbar:

ap =my, by =n
c1=limy,ap =liri +mo, br =17
e = Ipmy, a3 = Iorp +m3, by =13
c3 = Igms, a3 = Igr3 + my, by =14
Cy = lymy, aq = lyry + ms.

Also bestimmen sich die Unbekannten immer in der Reihenfolge my, 71,11, my, 12,1, und so
weiter. Dabei ist einfach r; = b;. Dann kann das in einer Schleife formuliert werden:

my = 4ay,
C1
= E’mz =ap —I1by,
2
12 = —,m3 :a3—12b2,...
my

Auch die Auflosung der beiden bidiagonalen Gleichungssysteme kann einfach formuliert
werden. Die Vorwértsauflosung fiir das Gleichungssystem Ly = d ist gegeben durch

vi=dyyi=di—liyi1,i=2,...,n

Zur Berechnung von y, benéttigt man also nur die erste Komponente der rechten Seite, 4; und
I;. Das bedeutet, dass Sie die Vorwartsauflosung in die Schleife fiir die Berechung der beiden
Faktoren L und U integrieren kénnen.

Anschlieiend wird noch mit einer Riickwirtsauflosung das Gleichungssytem Ux = y gel6st:

1 .
Xp = Zi/xi: —'(yi—rixmﬂ),z:n—l,...,l.

n m;

a

*

LU-Zerlegung und Auflésung flir ein tridiagonales Gleichungssystem.
Die Matrix ist durch die Vektoren a, b und c gegeben.

*

Der Vektor a wird liberschrieben!

*

*/
private static void LUandSolve (doubleArraylD ¢, doubleArraylD a,
doubleArraylD b, doubleArraylD x,
doubleArraylD d)

int j, n = d.size();
doubleArraylD 1 = new doubleArraylD(n);

x.set (0,d.get (0));

for (J=1; J<n; J++) {
l.set(j-1, c.get(j-1)/a.get(j-1));
a.set(j, a.get(j)-l.get(j-1)xb.get (j-1));
x.set (j, d.get(j)-l.get(j-1)+*x.get(j-1));
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10.

}

// Es wird nicht ilberpriift, ob die auftretenden Diagonalelemente
// ungleich Null sind!#
x.set (n-1, x.get(n-1)/a.get(n-1));
for (j=n-2; j>=0; j—-) {
x.set (J, (x.get(j)-b.get(j)+*x.get (Jj+1))/a.get(7J));

}

Fiir das tridiagonale Gleichungssystem

1 10 2
1 2 1]x=14
0 21 3

ist die exakte Losung gegeben durch

Dies wird auch durch den Code berechnet:

Die berechnete L&sung x

x[0] = 1.0
x[1] = 1.0
x[2] = 1.0

Implementieren Sie die LU-Zerlegung mit Scheinskalierung und Spaltenpivotwahl in der Pro-
grammiersprache Ihrer Wahl. Losen Sie damit das lineare Gleichungssystem mit der 20 x 20-

Matrix A mit
2 i+j=21,
v cos(0,1-i+0,05-7j40,04-i-j), sonst

und der rechten Seite b, = 1,1 < i < 20.

Losung:

Fiir diese Aufgabe miissen drei Funktionen implementiert werden. Neben der LU-Zerlegung
eine Vorwirtssubstitution fiir das Gleichungssytem Ly = Pb mit der Permutationsmatrix P
und einer Riickwértssubstition fiir Ux = y.

Die Riickwirtssubstitution kann aus den bisherigen Aufgaben {ibernommen werden. Die
Vorwirtssubstitution ist analog zu programmieren. Die Permutationsmatrix wird als Vektor
gespeichert. Ist p; = k, dann miissen die Zeilen i und k vertauscht werden. Insgesamt erhalt
man dann folgenden Quellcode fiir diese beiden Auflosungen:

private static void forwardSubstitution (doubleArray2D A, doubleArraylD Db,
intArraylD p)
{
// Vorwdrtssubstitution flir eine gegebene untere Dreiecksmatrix
// und eine rechte Seite. Das Ergebnis steht anschlieBend auf der
// Ubergebenen rechten Seite! Im Feld p steht eine
// eventuell durchgefiihrte Zeilenvertauschung.
//
// Die Diagonale von A wird implizit auf 1 gesetzt!
int i, Jj, n = b.size();
double h, c;
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// Zeilenvertauschung in der rechten Seite
for (i=0; i<n-1; 1i++) {
if (p.get (i) !'= i) {
h = b.get (i);
b.set (i, b.get(p.get(i)));
b.set (p.get (i), h);

for (i=1; i<n; i++) {
c = b.get(1);
for (j=0; 3j<i; Jjt++)
c —= A.get (i, 3j)+*b.get (3);
b.set (i, c);

private static void backSubstitution (doubleArray2D A, doubleArraylD b)

{

}

// Riicksubstitution filir eine gegebene obere Dreiecksmatrix
// und eine rechte Seite. Das Ergebnis steht anschlieBend auf der
// Ubergebenen rechten Seite!

int i, Jj, n = b.size();
double summe;

for (i=n-1; i>=0; i--) {
summe = b.get (i) ;
for (j=i+1l; Jj<n; Jj++) {
summe —-= A.get (i, j)*b.get (3);
}

b.set (i, summe/A.get (i,1i));

Wie bisher wird auch hier die rechte Seite tiberschrieben; also miissen Sie diesen Vektor vorher
sichern, wenn Sie nochmal die Probe durchfithren mochten.

Die LU-Zerlegung hat die Matrix A und die Permutationsmatrix P als Argument. Auch hier
steht nach dem Aufruf der Funktion auf A das Ergebnis der LU-Zerlegung. Die Diagonale
von L wird implizit auf 1 gesetzt.

/!

* LU fiir eine quadratische Matrix und einer
gegebenen rechten Seite. Beide Argumente werden liberschrieben!

durchgefiihrt. Die Zeilenvertauschungen werden auf dem Integer-Feld
p abgelegt und werden der Vorwdrts—-Aufldsung libergeben.

*/

*

*

* Die Zerlegung wird mit Spaltenpivotsuche und Scheinskalierung
*

*

private static void LUzerlegung (doubleArray2D A, intArraylD p)

{

int i, Jj, k, n = p.size();
double g, s, h, max, summe;

// Den Permutationsvektor initialisieren
for (i=0; i<n; i++) p.set (i, 1);
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Wenn Sie diese Funktionen auf die Matrix aus Aufgabe 7 anwenden, dann wird keine Zeilen-
vertauschung durchgefiihrt.

Im folgenden Code-Fragment sehen Sie die Besetzung der vorgegebenen Matrix und das
Hauptprogramm:
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public static void main (String[] args) {
int i, n = 20; // problem size
doubleArraylD b = new doubleArraylD(n);
doubleArraylD x = new doubleArraylD(n);
doubleArray2D A = new doubleArray2D(n,n);
doubleArray2D Aalt = new doubleArray2D (n,n);
intArraylD p = new intArraylD (n);

initArrays(A,b);

// b auf x kopieren, damit spdter die Probe durchgefiihrt werden kann
x.assign (b) ;

// Das gleiche fiir A

Aalt.assign (A);

// Die Gauss—-Zerlegung aufrufen
LUzerlegung (A, p);

// Ausgabe des Permutationsvektors
System.out.println ("Der Permutationsvektor der LU-Zerlegung");
for (i=0; i<n; 1i++)

System.out.println("p[" + 1 + "] = "+p.get(i));

// Die Vorwdrtssubstitution fir Ly = Pb
forwardSubstitution (A, x, p);

// Rickwdrtsaufldsung durchfiihren
backSubstitution (A, x);

System.out.println ("\nDie berechnete Ldsung x");
for (i=0; i<n; 1i++)
System.out.println("x[" + 1 + "] = "+x.get(1));

if (validate (RAalt,x,b))

System.out.println ("\nDie Probe war erfolgreich!");
else

System.out.println ("\nDie Probe hat nicht gepasst!");

}

Damit erhalten Sie die folgenden Ausgaben der Permutationsmatrix und der erhaltenen Losung;
die Probefunktion wird dabei erfolgreich durchgefiihrt:

Der Permutationsvektor der LU-Zerlegung

pl0] =1

pll] = 16
pl2] = 19
pl3] = 18
pl4] = 17
pl5] = 15
plé] = 14
pl7] = 13
pl8] = 12
pl9] = 11
p[10] = 10
plll] = 11
pll2] = 12
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11.

= 13
= 14
= 15
17
= 17
= 18
=19

"o Q) |10 Q) 1O 1O |C

e EEERE
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I

Die berechnete L&sung x
2.536362184292622
1] = -1.7691770080297828
.0871597654482613
.06404845762858202
.045846727606265444
.02852318961741817
.012378367951613147
.161281447016294E-4
= -0.004428505321647933
= -0.003952624773600349
= -0.0012861512578206155
= 7.37151462158858E-4
= 0.0010712592221248283
= 3.816974115166879E-4
= -6.382871244859799E-5
= 2.3828117914932964E-4
.403897600632952E-4
.0011846824049227677
.0010839925860701616
.192427701304958E-4
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Die Probe war erfolgreich!

Invertieren Sie mit der LU-Zerlegung mit Scheinskalierung und Spaltenpivotwahl die Hil-
bertmatrix fiir verschiedene Werte von n. Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit den Ergebnissen

aus Aufgabe 8!

Losung:

Hier wird jetzt die LU-Zerlegung aus der Aufgabe 10 auf die Hilbertmatrix angewandt. Wie-
der ist fiir n = 3 die Invertierung (immer am Beispiel der ersten Spalte der inversen Hilbert-

matrix durchgefiihrt) ohne Zeilenvertauschung maglich:

Der Permutationsvektor der LU-Zerlegung
pl0] =0
pll] =1
pl2] = 2

Die berechnete L&sung x
x[0] = 9.000000000000043
x[1] = -36.000000000000234
x[2] 30.000000000000224

Die Probe war erfolgreich!

Auch fiir n = 11 ist alles noch in Ordnung;:

Der Permutationsvektor der LU-Zerlegung
pl0] =0
pll] 1
pl2] 2



5 Lineare Gleichungssysteme und der Gaufi-Algorithmus 58

12.

13.

'O 's 'O 'O ' 'O 'O T

Die berechnete L&sung x
x[0] = 120.89701771573164

x[1] = -7249.14559544495
x[2] = 141286.79323595553
x[3] = -1318138.0520184098
x[4] = 6917893.199035297
x[5] = -2.2130997809192814E7
x[6] = 4.477813681939951E7
x[7] = —-5.755993554357506E7
x[8] = 4.556003858191293E7
x[9] = -2.024568544551592E7
x[10] = 3864540.6361000347

Die Probe war erfolgreich!

Es wird keine Zeilenvertauschung durchgefiihrt; die Ergebnisse sind identisch! Auch fiir
groflere Werte verdndert sich nichts mehr.

Beweisen Sie durch Nachrechnen, dass alle fiir 2 x 2-Determinanten aufgestellten Regeln
auch fiir den Fall 3 x 3 gelten!

Losung:

Die Regeln kénnen durch Nachrechnen nachgewiesen werden.

Eine Determinante wird mit einem Faktor A multipliziert, indem eine beliebige Zeile oder
Spalte der Determinante mit A multipliziert wird. Sinnvoller Weise multiplizieren wir die
Zeile, nach der entwickelt wird, beispielsweise die erste Zeile:

Aall Aalz AH13
a1 a4y 43 | = Adng
as;  a4sp 433

a1 4z
azy asp

a1 4azs
az1  4ass

ap a3

A*Aalz
a3z as3

= Adet(A).

Werden beispielsweise zwei Zeilen vertauscht, dann dndert die Determinante ihr Vorzeichen:

a1 dpz 43

azy a3 a1 a3 a1 42

a11 aip a13| = —dag +a - = —det(A).
as2 433 as1 433 as31  4as2 ( )
431 A4z 4as3
Auch alle weiteren Regeln ergeben sich auf diese Weise.
1—27 1 2-35 1550
Berechnen Sie D1 = |0 3 2|, Dy = (1) 102 _01 % und D3 = _02 % _12 8 .
514 “12 21 1241

Losung:

D; kann mit der Regel von Sarrus oder mit dem Entwicklungssatz berechnet werden. Es ist
Dy=1-3-44(-2)-2-547-0-(-1)—7-3-5—-1-2-(-1)—(-2)-0-4=12—-20—105+
2 =-111.
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14.

15.

16.

17.

D, ist (Entwicklung nach der ersten Spalte)

D,
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N

103
Berechnen Sie die Determinante von A~} fiir A = < -2 411 (1)
22

1
0

U1 W

Losung:

Um die Determinante einer Inversen zu berechnen wird die det(A) berechnet; det(A~!) =
1

1
det(A) — 142°
Bei der Berechnung der Determinante von A kann vorteilhaft nach der vierten Zeile ent-
wickelt werden, es ist

4 1
3 —2.|-2
5 1

3
det(A)=2-|-2 0 —2.28—2.(—43) = 142.
1

= - O
Q1 W

Moglich wire nattirlich auch, die Inverse mit Gaufi-Jordan und dann die Determinante zu
berechnen.

401
Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrizen A = (12) und B = ( 210 > .

Losung:

Die E{ggenwerte von A sind gegeben durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
(1-2A)2—4=1-2A+2A%2—4 = A2 —2) — 3. Als Nullstellen erhdlt man A; = —1und A, = 3.
Die Eigenvektoren sind dann als Losung der zugehorigen Gleichungssysteme gegeben durch
x1 = (-1, ,x = 1,17

Das charakteristische Polynom von B ist gegeben durch (1 — A)((4 — A)(1 — A)? +2); moglich
ist beispielsweise die Entwicklung nach der ersten Zeile. Dann sind die Nullstellen gegeben
durch A; = 1,A; = 2,A3 = 3. Die zugehdrigen Eigenvektoren sind x; = (0,1, O)T ,Xo =
(-1,2,2)7 x5 = (-1,1,1)".

-1-2-2
Bestimmen Sie die Eigenwerte von A%’ fiir A = ( 121 )

Losung:
Die Eigenwerte von A?5 sind die 25-te Potenz der Eigenwerte von A. Es gilt A} = —1,A; =
1,A3 =1.

Beweisen Sie, dass eine 2 x 2-Matrix A genau dann zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist, wenn
(6111 — LZ22)2 + 4aqipar1 > 0 erfuillt ist.

Losung:
Die Matrix A muss zwei reelle Eigenwerte haben, dann kann die Konstruktion wie fiir die
Beispielmatrix im Buch durchgefiihrt werden. Mit der Formel von Vieta folgt nach Aufstellen
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18.

des charakteristischen Polynoms die Behauptung:

a1 — A aiz
ann axp — A

det(A — Al) =
= (a11 — A) (a2 — A) — appa21 = (a11a12 — a12821) — Aagy + ax) + A%,
Die Diskrimante ist dann grofser Null, wenn
D = b* —dac = (ay1 + axn)* — 4(an1ax — apas) = (a1 — az)? +4ajpaz > 0

erfullt ist.

Berechnen sie auf der Basis der LU-Zerlegung der Hilbertmatrix die Determinante det(H,)
und vergleichen Sie die Werte mit dem exakten Wert

n—1 :1\4
(IIﬁ:Z i) =212
AAEZ:T;T’“‘Z .
i=2 -

det(Hy,) =

Losung:
Die Determinante ergibt sich als Produkt der Diagonalelemente der Matri U; denn es ist
det(A) = det(LU) = det(L)det(U) = det(U).

Man konnte die Berechnung der Determinanten direkt in die LU-Zerlegung integrieren; hier

ist eine Losung, die einfach das Ergebnis der bereits verwendeten Funktion fiir die LU-Zerlegung

aufgreift. Wichtig ist, dass Sie daran denken, dass sich bei jeder bei der Zerlegung durch-
gefiihrten Zeilenvertauschung sich das Vorzeichen der Determinante umkehrt!
as

* Berechnung der Determinanten einer Matrix auf der Basis

* einer LU-Zerlegung

*/
private static double LUdeterminante (doubleArray2D A, intArraylD p) {
int i, n = p.size();

double det;
det = 1.0d;

// Fiir jede Zeilenvertauschung bei der LU-Zerlegung
// bdndert die Determinante einmal das Vorzeichen.

for (i = 0; i<n; i++) {
det %= A.get(i,i);
if (p.get (i) != i) det = -det;

}

return det;

}

Fiir kleine # ist die Schdtzung der Determinanten nicht sehr gut, aber beispielsweise fiirn = 5
erhdlt man die folgende Ausgabe, wenn der Vergleich auf Gleichheit mit einer Genauigkeit
von 10~Y durchgefiihrt wird:

Die berechnete Determinante filir n=5 ist 3.749295132517303E-12
Die Schatzung fir n=5 ist 8.881784197001244E-16
Die Probe war erfolgreich!

Beachten Sie, dass die Determinanten der Hilbertmatrizen exponentiell gegen Null konver-
gieren!

Hier nochmals das Hauptprogramm fiir diese Aufgabe:
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Kapitel 6

Zahlentheorie

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

1 S S e S
S OV ® N o Uk W N = O

. ® N gk »W D

Erldutern Sie die ganzzahlige Division!

Was versteht man unter a mod b fiira, b € Z?
Erldutern sie a|b fir a,b € Z!

Was ist eine Primzahl?

Was ist eine zusammengesetzte Zahl?

Wie viele Primzahlen gibt es?

Wie lautet der Fundamentalsatz der Zahlentheorie?
Kennen Sie einen einfachen Primzahltest?
Erlautern Sie das Sieb des Erathostenes!

Erldutern Sie die Funktion 7(n)!

. Wie lautet die Definition des groiten gemeinsamen Teilers?

. Welche Berechnungsmoglichkeiten fiir den grofiten gemeinsamen Teiler kennen Sie?
. Was ist eine diophantische Gleichung?

. Wie verlduft der Euklidische Algorithmus?

. Wie verlduft der verallgemeinerte Euklidische Algorithmus?

. Wie kann der grofite gemeinsame Teiler rekursiv berechnet werden?

. Was sind zwei ganze Zahlen kongruent zum Modul m?

. Erldutern Sie die modulare Addition und Multiplikation!

. Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Rest- und Aquivalenzklassen!

. Wie lautet die Kiirzungsregel fiir die modulare Division?



6 Zahlentheorie 63

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

Was ist eine modulare Inverse? Wie kann sie bestimmt werden?
Beschreiben Sie den Graphen der Funktion #% mod !

Erldutern Sie die modulare Wurzel und den modularen Logarithmus!
Wie lautet der kleine Satz von Fermat?

Wie ist die Euler’sche Funktion definiert?

Wie kann die Euler’sche Funktion berechnet werden?

Wie lautet der Satz von Euler?

Erldutern Sie die Aufgabenstellung der Kryptographie!

Erldutern Sie die Verschiebe-Chiffre!

Erldautern Sie die Tausch-Chiffre!

Was muss der Schliissel einer Tausch-Chiffre erftillen?

Erldutern Sie das Prinzip eines Public-Key-Kryptosystems!
Erldutern Sie das Kryptosystem nach Hellman, Merkle, Diffie!
Erldutern Sie das RSA-System!

Erldutern Sie die digitale Unterschrift mit Hilfe des RSA-Systems!

Erldutern Sie das ElGamal-System!

Methodenfragen

1.
2
3
4
5.
6
7
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Den Quotienten und den Rest bei der ganzzahligen Division angeben kénnen.

. Teiler einer Zahl angeben kénnen.
. Die Regeln fiir die Teilbarkeit anwenden kénnen.

. Primfaktoren einer Zahl finden kénnen.

Die Primfaktorzerlegung fiir kleine Zahlen konstruieren kénnen.

. Das Sieb des Erathostenes mit Papier und Bleistift durchfiihren konnen.
. Das Sieb des Erathostenes programmieren kénnen.
. Den Euklidischen Algorithmus durchfiihren konnen.

. Den verallgemeinerten Euklidischen Algorithmus durchfithren kénnen.

Einfache diophantische Gleichungen 16sen konnen.

Den grofiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen rekursiv berechnen kénnen.

Den Euklidischen Algorithmus und seine Verallgemeinerung programmieren kénnen.
Die Funktion 77(n) mit Hilfe eines Siebs berechnen kénnen.

Kongruenzen aufstellen und nachrechnen kénnen.

Modulare Arithmetik ausfiihren kénnen; insbesondere die Kiirzungsregel der modularen Di-
vision.
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16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.
23.
24.
25.

Die modulare Inverse berechnen kénnen und zur Gleichungslésung verwenden kdnnen.
Modulare Potenzrechnung, Wurzeln und Logarithmen bestimmen kénnen.

Einen Primzahltest auf der Basis des kleinen Satzes von Fermat durchfiihren kénnen.
Die Euler’sche Funktion berechnen kénnen.

Eine Verschiebe-Chiffre anwenden und programmieren konnen.

Entscheiden kénnen, ob ein gegebenes Zahlenpaar als Schliissel einer Tausch-Chiffre verwen-
det werden kann.

Eine Tausch-Chiffre anwenden und programmieren kénnen.
Das Krypto-System nach Hellman, Merkle, Diffie anwenden und programmieren kénnen.
Das RSA-System anwenden und programmieren kénnen.

Das ElGamal-System anwenden und programmieren konnen.

Ubungsaufgaben

1.

Geben Sie den Quotienten g und den Rest r fiir die folgenden Zahlenpaare an:a = 7,b = 5;
a=32,b=11,a=-32,b=11,a =625,b =24 und a = 774,b = 354.

Losung:

7=1-542,alsoqg=1,r=2.
32=2-11410,also g =2,r = 10.
—32=(-3)-11+1,alsoq=-3,r=1.
625 =26-24+1,alsog =26,r =1.
774 =2-354+476,alsoq = 2,r = 76.

. Bestimmen Sie die Primzahlfaktorisierung von 1 001, 7 777 und 10 121 804.

Losung:
7777 =7-11-101,10121804 = 22.7-11-59 - 557.

. Alle zusammengesetzten Zahlen bis 10 000 enthalten in ihrer Primzahlfaktorisierung eine

Primzahl, die kleiner als 100 ist. Ist diese Aussage richtig?

Losung:
Die Aussage folgt aus Satz 5.8. Ist eine natiirliche Zahl kein Vielfaches einer Primzahl p mit
p2 < n, dann ist n eine Primzahl. 100 ist die Wurzel aus 10 000.

. Fiihren Sie das Sieb des Erathostenes auf Papier und mit Hilfe des Computers fiir die Zahlen

bis 180 durch!

Losung:
Die Primzahlen kleiner als 180 sind gegeben durch
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71, 73,79, 83,89, 97,
101,103,107,109,113,127,131,137,139, 149,151, 157,163,167,173,179.

Sie miissen alle Vielfache bis einschlieflich 13 untersuchen, da 132 = 169 und 172 = 289.

Hier ein C++-Source-Code, der eine Liste der Primzahlen bis zu einer vorgegebenen Zahl
ausgibt:
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Und hier eine Java-Klasse mit der gleichen Funktionalitit:
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5. Berechnen Sie ggT (144, 89) und ggT(168,9) mit dem Euklidischen Algorithmus und mit der
rekursiven Methode!

Losung:
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144 und 89 sind relativ prim:
144 =1-89 +55,

89 =1-55+4 34,
55 =1-34+21,
34=1.21+13,
21 =1-13+8,
13=1-845,
8=1-5+43,
5-1.342,
3=1-241,
2=2-1.
Rekursiv:
ggT(144,89) = ggT(89,55) = ggT(55,43) = ... = ggT(1,0).
ggT(168,9) = 3:
168 =18-9 46,
9=1-6+3,
6=2-3.

Rekursiv:
ggT(168,9) = ggT(9,6) = ggT(6,3) = ggT(3,3) = ggT(3,0) = 3.

. Implementieren Sie den Euklidischen Algorithmus und testen Sie die Funktion mit den Er-
gebnissen aus Aufgabe 5!

Losung:

int gcd(int a, int b)
{

int h;

do {
h = a - (a/b)xb;
a = b;
b = h;

} while (h !'=0 );
return a;

}

. Losen Sie die Gleichungen 13x + 19y = 1000 und 6 930x + 1098y = 18.

Losung:

Die Losung der ersten Gleichung ist x = 3000, y = —2 000. Die beiden Zahlen 13 und 19 sind
relativ prim; wir 16sen die Gleichung x - 13 + y - 19 = 1 und multiplizieren anschlieffend die
gefundenen Losungen mit dem Faktor 1 000.

Die Rekursion verlduft wie folgt:
Wo = (19,1,0), W; = (13,0,1),
qO = 1/ W2 = WO - Wl = (6/ 1/_1)/
q1 = 6,W3 = Wl —2-W2 = (1,—2,3).
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9.

10.

11.

Damit ist (—2) -19+43-13 = 1 und die Lésung der urspriinglichen Aufgabe lautet x =
3000,y = —2000.

Die zweite Gleichung ist 1osbar, denn es ist ggT (6 930,1 098) = 18. Die Rekursion verlduft
wie folgt:

Wo = (6930,1,0), Wy = (1098,0,1),
do = 6, W, = (342,1,—6),

g1 =3, W3 = (72,-3,19),

go =4, Wy = (54,13, -82),

g3 =1, Ws = (18,—16,101).

Also ist die Lésung x = —16, y = 101.

. Implementieren Sie den verallgemeinerten Euklidischen Algorithmus und testen Sie die Funk-

tion mit den Ergebnissen aus Aufgabe 7!

Losung:

void extendedGcd(int a, int b, int ergebnis[3])
{
int g, al, a2, a3, bl, b2, b3, hl, h2, h3;
al = a; a2 = 1; a3 = 0;

bl = b; b2 = 0; b3 = 1;
do {

q = al/bl;

hl = al - gxbl;

h2 = a2 - gxb2;

h3 = a3 - gxb3;

al = bl;

az = b2;

a3 = b3;

bl = hil;

b2 = h2;

b3 = h3;
} while (hl != 0 );
ergebnis[0] = al;
ergebnis[1l] = a2;
ergebnis([2] = a3;

Sind die Zahlen 45,49 und 50 als 25x + 35y darstellbar?

Losung:
Es ist ggT(25,35) = 5, also ist die Gleichung fiir die rechten Seiten 45 und 50 19sbar, mit den
Losungen x = 27,y = —18 und x = 30,y = —20.

Stellen Sie die Verkntipfungstabellen fiir ® und @ fiir m = 3 und m = 6 auf!

Losung:
Die Verkniipfungstabellen fiir m = 3 finden Sie in Tabelle 6.1, fiir m = 6 in Tabelle 6.2.

Beweisen Sie die 3er und die 9er Regel: Eine Zahl 1 ist genau dann durch 3 bzw. 9 teilbar,
wenn ihre Quersumme durch 3 bzw. 9 teilbar ist!
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12.

13.

14.

a0 1 2 o0 1 2
0|0 1 2 0|0 0 0
111 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1
Tabelle 6.1: Die Verkniipfungstabellen fiir Aufgabe 10 im Fall m = 3
|0 1 2 3 4 5 ®©l0 1 2 3 4 5
0o/0 1 2 3 4 5 0O/0 0 O O 0 O
111 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 3/0 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
5(/5 0 1 2 3 4 5/0 5 4 3 2 1
Tabelle 6.2: Die Verkniipfungstabellen fiir Aufgabe 10 im Fall m = 6

Losung:
Die Beweise verlaufen analog zur 11-er Regel. Es ist 10/ = 1 mod m, sowohl fiir m = 3 als
auch fir m = 9. Dann ist fur n == %:0 ;10!

1
= (Z ai> mod m.
i=0

Wenn die Quersumme durch m teilbar ist, dann ist

i
Y ;=0 mod m.

i=0

Stellen Sie eine Wertetabelle fiir die Funktionen 72 mod 11 und #3 mod 11 auf und erstellen
Sie den Graph!

Losung:
Die Wertetabelle finden Sie in Tabelle 6.3; in 6.1 die Graphen.

Tabelle 6.3: Die Wertetabelle fiir die Funktionen 72 mod 11 und x% mod 13 in Aufgabe 12

n]0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n”mod11]0 1 4 9 5 3 9 4 1
n®mod11 |0 1 8 5 9 4 6 3 10

Verwenden Sie die Losung der Aufgabe 12, um die zweite modulare Wurzel aus n = 4 und
n = 5 sowie die dritte modulare Wurzel aus n = 2 zu bestimmen.

Losung:
Die zweite Wurzel aus 4 sindn =2und n = 9.
Die zweite Wurzel aus 5sindn =4undn = 7.

Die dritte Wurzel aus 2 istn = 7.

Welche Zahlen haben zum Modul 8 eine modulare Inverse? Geben Sie die Inversen an!

Losung:
Aufler der 1 die Zahlen zwischen 2 und 7, die relativ prim mit 8 sind; das sind dann 3, 5 und
7.
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15.

16.

17.

11

n? mod 11

1 5 11 1 5 11
Abbildung 6.1: Der Graph der Funktionen 72 mod 11 (links) und 73 mod 11 (rechts) fiir Aufgabe 12

Mit dem verallgemeinerten Euklidischen Algorithmus erhélt man —8 + 3 -3 = 1; also ist die
modulare Inverse von 3 zum Modul 8 gleich 3.

Fiir 5 ergibt sich 2- 8 + (—3) - 5 = 1; also ist die modulare Inverse von 5 zum Modul 8 gegeben
durch —3 bzw. 5.

Fiir 7 ergibt sich 8 + (—1) - 7 = 1, also ist die modulare Inverse von 7 zum Modul 8 gegeben
durch —1 bzw. 7.

Beweisen Sie, dass fiir die ganzen Zahlen a,b,q,r aus a = g - b + r die Gleichung ggT(a,b) =
ggT(b,r) folgt.

Losung:
Es reicht zu zeigen, dass die Menge der Teiler von a und b mit der von b und r tibereinstimmt;
dann muss auch ggT(a,b) = ggT(b, r) gelten.

Angenommen, d ist eine Zahl mit d|a und d|b. Dann teiltd auchr =a—b-g.

Angenommen, c ist eine Zahl mit ¢|b und c|r. Dann teilt cauch b - g +r = a.

Berechnen Sie 2812 mod 13, 31> mod 13, 15% mod 13, 172° mod 50 und 4928 mod 58.

Losung:
28'2 mod 13 = 1, denn 28 und 13 sind relativ prim, der kleine Fermat’sche Satz kann ange-
wandt werden.

Es gilt 312 = 1 mod 13 und damit 3!° = 33 mod 13 = 1 mod 13.

158 = 7 mod 13, denn mit dem kleinen Satz von Fermat gilt
158 = 1572 .15 = (15'2)6. 151 mod 13 = 15! mod 13.

15'2 = 1 mod 13; also ist die Losung gegeben durch die modulare Inverse von 15 zum Mo-
dul 13, die durch 7 gegeben ist. Multiplikation mit 7 entspricht der Division durch 15, es ist
ggT(13,15) = 1.

1729 mod 50 = 1, denn 17 und 50 sind relativ prim, und ¢(50) = 20; der Satz von Euler kann
angewandt werden.

Auch hier kann der Satz von Euler angewandt werden: 4928 mod 58 = 1, denn ¢(58) = 28.

Berechnen Sie die Werte der Euler’schen Funktion fiir 41 < n < 60.

Losung:
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@(41) = 40, 0(42) = @(2-3-7) = 12, p(43) = 42,

0(44) = (p(22 11) = 20, (45) = (3% -5) =30, p(46) = (2 -23) = 22,
9(47) = 46, 9(48) = 9(2*-3) = 16, 0(49) = (7%) = 42,

©(50) = (p(2 52) =20, ¢(51) = ¢(3-17) = 32, ¢(52) = (22 -13) = 24,
¢(53) = 52,9(54) = 9(2-3%) = 18,9(55) = p(5-11) =

@(56) = ( -7) =24,¢(57) = ¢(3-19) = 36, ¢(58) = (2 29) = 28,
¢(59) = 58,¢(60) = 9(2*-3-5) = 16.

18. Implementieren Sie die Tausch—Chiffre und fithren Sie sie mit den Schliisseln (5,21) und
(15,7) durch fiir die Nachricht ,mathematik fuer informatiker”!

Losung:
Fiir den Schliissel (5,21) wird ,mathematik” wie folgt abgebildet. Zuerst auf die Zahlen

12,0,19,7,4,12,0,19, 8, 10;
dann die Tauschchiffre

19,1,10,18,7,19,1,10,13, 3,
und als Zeichenkette ,tbkshtbknds”.

Das Wort ,fuer” wird auf die Zahlen 5, 20, 4, 17 abgebildet; nach der Tauschchiffreist 2,5, 7, 20
und als Zeichenkette ,,cfhu”.

Fiir ,informatik” ergeben sich die Zahlen
8,13,5,14,17,12,0,19, 8,10
und nach der Tauschchiffre
13,14,2,9,20,19,1,10,13, 3.
Das entspricht der Zeichenkette , nocjutbknd”
Fiir die Schliissel (15,7) ergibt sich fiir ,mathematik” die Tauschchiffre

7,1,4,24,3,7,1,4,5,19;

als Zeichenkette , hbeydhbeft”.
Das Wort ,fuer” wird auf die Tauschchiffre 2,5, 7, 20 und die Zeichenkette ,cthu” abgebildet.

Fiir ,informatik” ergibt sich die Tauschchiffre
5,14,10,21,16,7,1,4,5,19

und als Zeichenkette ,fokvghbeft”.
Und hier der Quellcode:

// Funktion, die aus char zwischen a und z eine zahl zwischen 0 und 25 macht
int c¢2i(const char c)
{

return int (c)-97;

}

// Funktion, die aus int zwischen 1 und 26 char zwischen a und z macht
char i2c (int 1)

{



6 Zahlentheorie 72

19.

return char (i+97);

// Funktion, die den Eingabe-String in ein Integer—-Feld umwandelt
void s2i(int laenge, const char satz[], int isatz[])
{
for (int i = 0; i<laenge; 1i++)
isatz[i] = c2i(satz[i]);

// Funktion, die ein Integer-Feld in einen String umwandelt
void i2s(int laenge, const int chiffre[], char satz[])
{
for (int 1 = 0; i<laenge; i++)
satz[i] = i2c(chiffre[i]);

// Funktion, die die Verschiebe-Chiffre mit S durchfuehrt
// alles modulo 26.
void verschiebeChiffre (int laenge, int s, int satz[])
{
for (int i=0; i<laenge; 1i++)

{

o)

satz[i] = (satz[i] + s) % 26;

// Beim Dechiffrieren wird die negative Verschiebung in diese

// Funktion eingesetzt. Dadurch kdnnen negative Restklassenvertreter
// auftauchen. Abfangen und 26 dazu addieren.

if (satz[i] < 0 ) satz[i] += 26;

// Funktion, die multipliziert, modulo 26.
void mult (int laenge, int t, int satz[])
{
for (int i=0; i<laenge; i++)
satz[i] = (satz[i]l*t) % 26;

// Tausch-Chiffre: zuerst verschieben, dann multiplizieren.
void tauschChiffre (int laenge, int s, int t, int chiffrel])
{

verschiebeChiffre (laenge, s, chiffre);

mult (laenge, t, chiffre);

// Funktion, die eine Tauschchiffre dechiffriert.
// s ist die Verschiebung, t der multiplikative Faktor.
// Als Faktor muss die multiplikative Inverse zum Modul 26 verwendet werden.
// Chiffrieren und deChiffrieren unterscheiden sich durch die Reihenfolge.
// Bel der Dechiffrierung wird zuerst multipliziert, dann —-s abgezogen!
void tauschDeChiffre (int laenge, int s, int t, int chiffre[])
{

mult (laenge, t, chiffre);

verschiebeChiffre (laenge, s, chiffre);

Wie konnen Sie eine Tausch-Chiffre mit Schliissel (s, t) angreifen, wenn Sie bereits fiir zwei
Buchstabenpaare die Zuordnung kennen? Fiihren Sie das gefundene Verfahren durch fiir das
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20.

Paar ¢ — d,h — s! Dechiffrieren Sie mit dem gefundenen Schliissel den Geheimtext ,zds-
wvmc”!

Losung:

Durch die zwei bekannten Paare kann ein modulares lineares Gleichungssystem aufgestellt
werden. Fiir die Funktion f(n) sind die beiden Werte f(2) = 3 und f(7) = 18 bekannt. Dann
sind s und ¢ gesucht mit

2-t+s=3mod 26,
7-t+s =18 mod 26.

Auflésen der ersten Gleichung nach s ergibt
s=(3—2-t) mod 26.
Das kénnen Sie in die zweite Gleichung einsetzen:
7-t+3—2-t=18 mod 26.

Dann erfiillt ¢ die Gleichung
5.t =15mod 26.

Die multiplikative Inverse zu 5 ist die Zahl 21. Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung
damit und erhalten

t=(21-15) mod 26
= 315 mod 26
=3.
Dann ists = (3 — 6) mod 26 = (—3) mod 26 = 23.

Es wurde der Schliissel (23, 3) verwendet.

Fiir das Teilmengen-Summenproblem gibt es einen Empfanger mit privatem Schliissel 1, 2,
5,11,32,87,141, w = 901, m = 1234 und offentlichem Schliissel 901, 568, 803, 39, 450, 645,
1173. Ver- und entschliisseln Sie die Nachricht ,mathematik fuer informatiker”!

Losung:
Die Teilmengen-Summen Chiffre fiir das Wort ,mathematik”:

3131,2642,2722,1508,3092,3131,2642,2722,2681, 3326.
Die Teilmengen-Summen Chiffre fiir das Wort ,fuer”:
2564,3895,3092,2917.
Die Teilmengen-Summen Chiffre fiir das Wort ,informatiker”:

2681,2603,2564,3776,2917,3131,2642,2722,2681, 3326,3092,2917.

Hier der Quelltext der dafiir benutzten C++-Funktionen. Fiir die 7-Bitdarstellung der Buch-
staben wird die STL-Klasse bitset verwendet.

unsigned long knapsack (char wort, unsigned long publicKey[7])
{

unsigned long ch;

int i;

bitset<7> bits (wort) ;
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21.

22.

Bilden Sie ein eigenes Kryptosystem auf der Basis des Teilmengen-Summenproblems und te-
sten Sie dieses System mit den Nachrichten ,hanser” und ,mathematik fuer informatiker”!

Losung:
Fiir ein Kryptosystem nach dem Teilmengen-Summenproblem benétigen Sie als aller erstes

zwei natiirliche Zahlen m und w, die relativ prim sind. Dann gibt es fiir w zum Modul m die

modulare Inverse w1.

Anschlieflend miissen Sie fiir jeden Teilnehmer 7 Zahlen py, p1, . .., pe suchen, die

k
Y pi < pry1k=0,...,5.
i=0

erftillen. Diese bilden den privaten Schliissel fiir den Teilnehmer. Als 6ffentlichen Schliissel
veroffentlichen Sie anschliefsend die 7 Zahlen ag, a4, . . . , ag mit

ax = (w - p;) mod m.

Als Modul wiéhlen wir jetzt m = 1026 und als w = 511. Uberzeugen Sie sich mit Hilfe des
verallgemeinerten Euklidischen Algorithmus, es ist ggT(1026,511) = 1; als modulare Inverse
erhalten Sie w1 = 769.

Als privaten Schliissel eines neuen Teilnehmers werden die Zahlen
po=23,p1=4,p2 =11,p3 = 23,ps = 45, p5 = 87, ps = 256
gewdhlt. Dann ist der 6ffentlichen Schliissel fiir diesen Teilnehmer
ag = 507,41 = 1018,a; = 491, a3 = 467,04 = 423,45 = 339,44 = 514.
Fiir die Nachricht ,hanser” ergibt sich dann die Chiffre
1992,2039, 2754, 2869, 2462, 2355.
Fiir ,mathematik™ ist die Chiffre
2929,2039,2439,1992,2462,2929,2039, 2439, 2506, 2845;
Jfuer” wird zu 2287,2953,2462,2355 und ,informatiker” zu

2506,2754,2287,3268,2355,2929,2039, 2439, 2506, 2845, 2462, 2355.

Ubertragen Sie fiir den 6ffentlichen Schliissel n = 34571 = 181 - 191, ¢ = 7901 und fiir den
privaten Schliissel 4 = 11 501 die Nachricht ,,mathematik fuer informatiker” mit einem RSA-
System!

Losung:

Ich hoffe, Sie haben nicht versucht, diese Aufgabe per Hand zu 16sen. Ein Problem bei der
Implementierung sind die groien Zahlen, die auftreten. Eine Losung wire, die Potenzen so
zu berechnen, dass nach jeder Multiplikation sofort wieder die Restklasse bestimmt wird.

In Java konnen Sie die Klasse BigInteger fiir beliebig grofie Zahlen verwenden, die eine
Funktion modpow zur Verfiigung stellt.

In C++ wire die Potenz dann wie folgt implementierbar:

// Produkt als sukzessives Addieren mit zwischenzweitlichem Rest.
unsigned long produktMod (unsigned long a, unsigned long b, unsigned long m)

{
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unsigned long i, summe;

0;
(1=0;
summe =

summe =

for i<b; i++)
(summe + a) % m;
return summe;

}

// Potenz als sukzessives Multiplizieren

unsigned long potenzMod(unsigned long a,

{
unsigned long i, potenz;

1;

i<b; i++)

produktMod (potenz,

potenz =
for (i=0;
potenz =

return potenz;

}

mit zwischenzeitlichem Rest.

unsigned long b, unsigned long m)

a, m);

Das RSA-System ist dann etwa so implementierbar:

void rsaChiffre (int laenge,
unsigned long chiffrel[])

{

int 1i;

(1i=0; i<laenge; 1i++) {

chiffre[i] =

for

}

void rsaDeChiffre (int laenge,
unsigned long chiffre[])
{

int i;

(1=0; i<laenge; 1i++) {

chiffre[i] =

for

}

Die RSA-Chiffre fiir das Wort ,,mathematik”:

unsigned long publicKey,

potenzMod (chiffre[i], publicKey,

unsigned long privateKey,

potenzMod (chiffre[i],

unsigned long m,

m) ;

unsigned long m,

privateKey, m);

3165,22783,31817,24968,16 790,3 165,22 783,31 817,21 486, 23 456.

Die RSA-Chiffre fiir das Wort ,,fuer”:

13390, 32 585,16 790,27 537.

Die RSA-Chiffre fiir das Wort ,,informatiker”:

21 486,28 638,13 390,5 441,27 537,3165,22783,31 817,21 486,23 456,16 790, 27537 .

23.
,hanser” und , mathematik fuer informatiker”!

Losung:

Bilden Sie ein eigenes RSA-Kryptosystem und testen Sie dieses System mit den Nachrichten
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24.

Zuerst miissen Sie zwei Primzahlen auswéhlen, beispielsweise p = 167 und g = 97. Dann ist
m=p-q=16199und p(m) = (p —1)(g — 1) = 15936.
Fiir die zu ¢(m) relativ prime Zahl kann beispielsweise d = 41 gewihlt werden. Mit dem

verallgemeinerten Euklidischen Algorithmus kann dazu die modulare Inverse zum Modul
@(m) berechnet werden; es ist e = 7385.

Die RSA-Chiffre fiir das Wort ,hanser” lautet dann:
12722,6305,9007,1 049,12 847,11 150.
Die RSA-Chiffre fiir das Wort ,, mathematik”:
15023,6305,127,12722,12 847,15 023, 6 305,127,1 447, 3 261.
Die RSA-Chiffre fiir das Wort ,,fuer”:
11366,12759,12 847,11 150.
Die RSA-Chiffre fiir das Wort ,,informatiker”:

1447,9007,11 366,14 854,11 150,15 023, 6 305,127,1 447,3 261,12 847,11 150.

Ubertragen Sie fiir p = 7919, a = 511, dem offentlichen Schliissel y = 4 143 und privatem
Schliissel x = 73 eines ElGamal-Systems die Nachricht ,mathematik fuer informatiker”!

Losung:

Ich hoffe, Sie haben genauso wie bei den Aufgaben zu RSA nicht versucht, diese Aufgabe
per Hand zu l6sen. Ein Problem bei der Implementierung sind die grofien Zahlen, die auftre-
ten. Eine Losung ware, die Potenzen so zu berechnen, dass nach jeder Multiplikation sofort
wieder die Restklasse bestimmt wird. Die Losung besteht wie beim RSA-Verfahren entweder
in der Verwendung der Klasse BigInteger fiir Java oder die C++-Funktionen, die schon in
Aufgabe 22 vorgestellt wurden.

Das ElGamal-Verfahren ist dann etwa so implementierbar:

void elGamalChiffre (int laenge, unsigned long p, unsigned long a,
unsigned long y, unsigned long r,
unsigned long chiffre[], unsigned long &z)

// Die Nachricht besteht aus der chiffre und der Zahl z!
int 1i;
unsigned long yr;

yr = potenzMod (y, r,p);

for (i=0; i<laenge; i++)
chiffre[i] = produktMod(chiffrel[i],yr,p);

z = potenzMod (a,r,p);
}

void elGamalDeChiffre (int laenge, unsigned long privateKey, unsigned long p,
unsigned long chiffre[], unsigned long z)
{
int 1i;
long potenz, inverse;

potenz = potenzMod (z,privateKey,p) ;
inverse = modularelInverse (potenz, p);
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25.

for (i = 0; i< laenge; i++)
chiffre[i] = produktMod(chiffre[i], inverse, p);
}
Die ElGamal-Chiffre fiir das Wort ,,mathematik”:
791,5063,6218,2571,3639,791,5063,6 218,2 215,1 503.
Die ElGamal-Chiffre fiir das Wort , fuer”:
3283,5862,3 639, 6 930.
Die ElGamal-Chiffre fiir das Wort ,informatiker”:

2215,435,3283,79,6 930,791,5063,6 218,2 215,1 503, 3 639, 6 930.

Bilden Sie ein eigenes ElGamal-Kryptosystem und testen Sie dieses System mit den Nachrich-
ten ,hanser” und , mathematik fuer informatiker”!

Losung:
Sie benoétigen eine Primzahl p und eine dazu relativ prime Basis a. Moglich wére p = 6133
und a = 471.

Fiir den Empféanger soll der private Schliissel x = 99 gewdhlt sein. Daraus ergibt sich mit
y = a* mod p der offentliche Schliissel y = 1071. Zusétzlich wird noch die zuféllige Zahl
r = 7 ausgewdhlt.

Die zusétzlich tibertragene Zahl ist z = 5762.
Die ElGamal-Chiffre fiir das Wort , hanser” lautet:

2355,3199,4260,2781,4469,5 530.

Die ElGamal-Chiffre fiir das Wort ,,mathematik”:
876,3199,32,2355,4469,876,3199,32,5739,241.
Die ElGamal-Chiffre fiir das Wort , fuer”:
1720,3416,4 469, 5 530.
Die ElGamal-Chiffre fiir das Wort ,informatiker”:

5739,4260,1720,1511,5530,876,3199,32,5739,241,4 469, 5 530.



Kapitel 7

Graphentheorie

Verstindnisfragen

Sachfragen
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16.
17.
18.
19.

Was ist ein ungerichteter Graph?

. Erldutern Sie den Begriff Adjazenz!
. Erldutern Sie den Eckengrad in einem Graphen!

. Welchen Zusammenhang gibt es zwischen den Eckengraden und der Anzahl der Kanten ei-

nes ungerichteten Graphen?

. Wievele Ecken ungeraden Grades hat ein ungerichteter Graph?

. Was ist ein Weg in einem Graphen?

. was ist ein Kreis in einem Graphen?

. Wie ist die Lange eines Wegs und eines Kreises in einem Graphen definiert?

. Was versteht man unter einem zusammenhéangenden Graphen?

Was ist eine Briicke in einem zusammenhéangenden Graphen?

Was ist der Abstand zweier Ecken in einem Graphen?

Erldutern Sie den Begriff des Eulergraphen und das Konigsberger Briickenproblem!
Was ist ein Hamiltonkreis und ein Hamiltongraph?

Was ist ein gerichteter Graph?

Was ist eine Adjazenzmatrix?

Was ist eine Inzidenzmatrix?

Wie kann ein gerichteter Graph dargestellt werden?

Was ist ein Baum? Was ist ein Wald?

Was ist ein bindrer Baum?
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20.

21.
22.
23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

Was ist das Niveau eines bindren Baums? Kennen Sie eine Abschéitzung fiir das Niveau eines
Baums?

Welche Aussagen kennen Sie tiber die Anzahl der Ecken eines reguldren bindren Baums?
Was ist ein aufspannender Baum?

Welchen Zusammenhang zwischen der Anzahl der Ecken und der Kanten gibt es in einem
Baum?

Wieviele Blétter enthélt ein reguldrer bindrer Baum?

Was ist ein aufspannender Baum?

Wie hingen aufspannende Baume und kiirzeste Wege in einem Graphen zusammen?
Beschreiben Sie die Breitensuche!

Beschreiben Sie die Tiefensuche!

Was ist ein bewerteter Graph?

Was ist ein minimal aufspannender Baum?

Beschreiben Sie den Kruskal-Algorithmus!

Beschreiben Sie den Dijkstra-Algorithmus!

Beschreiben Sie das Problem des Handlungsreisenden!

Wie kann das Problem des Handlungsreisenden gelost werden?

Was ist ein planarer Graph?

Wie lautet die Eulerformel?

Kennen Sie ein notwendiges Kriterium fiir die Planaritit eines gegebenen Graphen?
Was ist eine Farbung eines Graphen?

Was ist die chromatische Zahl x(G) eines Graphen G?

Wie lautet der Vierfarbensatz?

Was ist ein bipartiter Graph?

Wie kann ein bipartiter Graph charakterisiert werden?

Was ist ein Matching?

Was ist ein geséttigtes Matching? Was ist ein maximales Matching?

Was ist ein alternierender Weg in einem bipartiten Graphen?

Was ist ein vergrof8ernder Weg in einem bipartiten Graphen?

Wie kann ein Matching in einem bipartiten Graphen vergrofert werden?
Wie lautet der Heiratssatz?

Was ist eine minimale Eckentiberdeckung?

Wie lautet der Dualitdtssatz von Konig?

Wie verlduft der Ungarische Algorithmus?
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Methodenfragen

1.

S A

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

Eckengrade in einem Graphen bestimmen kénnen.

Einfache Graphen auf der Basis einer gegebenen Ecken- und Kantenmenge grafisch darstellen
konnen.

Wege und Kreise in einem Graphen erkennen und darstellen kénnen.

Den Abstand zwischen zwei Ecken in einem Graphen bestimmen kénnen.
Entscheiden konnen, ob ein gegebener Graph ein Eulergraph ist.

Einen Eulerkreis konstruieren koénnen, wenn der Graph ein Eulergraph ist.

Die Adjazenz- oder Inzidenzmatrix eines gegebenen Graphen aufstellen kénnen.

Fiir eine gegebene Adjazenz- oder Inzidenzmatrix den Graphen beschreiben und grafisch
darstellen konnen.

Die Adjazenzliste eines gegebenen Graphen aufstellen konnen.

Fiir eine gegebene Adjazenzliste einen Graphen beschreiben und grafisch darstellen konnen.
Datenstrukturen fiir die Darstellung eines Graphen implementieren und anwenden kénnen.
Entscheiden konnen, ob ein gegebener Graph ein Baum ist.

Die Eigenschaften eines Baums bestimmen kénnen.

Fiir einen gegebenen Graphen einen aufspannenden Baum konstruieren kénnen!

Die Breitensuche durchfiihren und implementieren kénnen.

Die Tiefensuche durchfiihren und implementieren kénnen.

Den Kruskal-Algorithmus durchfiihren und implementieren kénnen.

Den Dijkstra-Algorithmus durchfiihren und implementieren konnen.

Die MST-Heuristik fiir die Losung des Problem des Handlungsreisenden durchfiihren kénnen.
Die Eulerformel auf einen planaren Graphen anwenden kénnen.

Uberpriifen kénnen, ob ein Graph notwendige Bedingungen fiir die Planaritt erfiillt.

Einen Graphen farben konnen.

Uberpriifen kénnen, ob ein gegebener Graph bipartit ist.

Feststellen konnen, ob ein Matching gesittigt oder maximal ist.

Ein gesittigtes Matching bestimmen konnen.

Vergroflernde Wege finden und anwenden kénnen.

Den Ungarischen Algorithmus durchfiihren konnen.
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Ubungsaufgaben
1. Zeichnen Sie die Graphen Gj mit der Inzidenzmatrix B und G, mit der Adjazenzmatrix A:
010110
10011000
11000100 SRR
B=101100010),A=1|7057010
00110001 195989
00001111 011010

Losung:

Lesen Sie die Inzidenzmatrix spaltenweise, dann konnen Sie direkt den Graphen zeichnen.
Der Graph fiir B hat 5 Ecken und 8 Kanten. Anschliefend kann man versuchen, das Layout
zu verbessern. Bei der Adjazenzmatrix reicht es, das obere Dreieck zu betrachten und die
Kanten zu zeichnen. Auch hier bietet es sich an, das Layout anschliefend zu verbessern.

Ein Werkzeug fiir das Layout von Graphen ist GraphViz von AT&T, das Sie unter der URL
hier noch die URL einfiigen finden. Der ungerichtete Graph zur Adjazenzmatrix kann dann als
Eingabedatei wie folgt definiert werden:

graph G {

~.

~.

« Ne N

~e N

~.

G W wdNDN =P
|
|

o Ul oy oYy WO N
N

~

Fiir den Graphen mit der Inzidenzmatrix B ist die Eingabedatei wie folgt gegeben:

graph G {

~

~Ne Ne N

~Ne Ne N

S ww NN PP
|
]

g U oW oD

~

Die Ergebnisse finden Sie in Abbildung 7.1 und 7.2.

) ()
e

Aufgdoe 1a- aededby GraohViz

2@

Abbildung 7.1: Layout des Graphen zur Adjazenzmatrix A in Aufgabe 1; links manuell; rechts berechnet
mit GraphViz
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s G 10 S0
A
)

@ @ Aufgaoe 1b- aededby GrachViz

Abbildung 7.2: Layout des Graphen zur Inzidenzmatrix B in Aufgabe 1; links manuell; rechts mit GraphViz

2. Beweisen Sie, dass fiir einen Graphen G(E,K) mit den Ecken uy, ..., u,, Adjazenzmatrix A
und Inzidenzmatrix B die Gleichung BBT = diag(d(u1),...,d(u,)) + A erfiillt ist.

Losung:

Die Matrix BBT ist eine n x n Matrix. Fiir die Elemente des Produkts ausserhalb der Diagona-
len ist b;;b;; = 1 genau dann, wenn es eine Kante zwischen den Ecken u; und u; gibt. In der
Diagonalen gilt ):le,i;éi bixbr = d(u;).

3. Beweisen Sie, dass eine Kante in einem Graphen genau dann eine Briicke ist, wenn sie in kei-
nem Kreis des Graphen liegt.

Losung:

Angenommen, k ist eine Briicke und liegt in einem Kreis. Dann kann nach dem Herausneh-
men von k immer noch jeder Knoten im Kreis erreicht werden; ein Widerspruch, denn nach
dem Herausnehmen einer Briicke zerfillt der Graph in mindestens zwei Zusammenhangs-
komponenten.

Ist umgekehrt k = u;u; eine Briicke, dann gibt es keinen weiteren Weg von u; nach u, k kann
nicht in einem Kreis liegen.

4. Beweisen Sie, dass fiir die Inzidenzmatrix B eines gerichteten Graphen GR(E, K) die Zeilen-
summen gleich d* (1) — d~ (1) sind und die Spalten sich zu 0 summieren.

Losung:
In jeder Spalte j gibt es zwei Eintrdge ungleich Null. Einer der Eintrdge entspricht einem
Anfangs-, einer einem Endpunkt. Daraus folgt die Spaltensumme.

d" (u) entspricht der Anzahl der 1-Eintrédge in jeder Zeile, d~ (1) der (—1(- Eintrége.
5. Gibt es einen einfachen Graphen, der 15 Ecken vom Grad 5 hat?

Losung:

Nein, denn die Summe der Eckengrade muss eine gerade Zahl sein!

6. Stellen Sie fiir die Graphen in Abbildung 7.3 die Adjazenz- und Inzidenzmatrix und die Ad-
jazenzliste auf!

uq up us Uy Uy Up U U1 U3
1 U
G Us Hy
2 g
Gl ug u
Uy Us Uy Uz Uy uz s U4

Abbildung 7.3: Die Graphen fiir die Aufgaben 6 und 7
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Losung:
Die Adjazenzmatrix von Gj ist eine 5 x 5-Matrix:

00011
00111
Gi=|[0 10 0 1
11000
11100

Fiir die Inzidenzmatrix miissen die Kanten nummeriert werden:

k1 = ujug, ky = uqus,
k3 = upuz, ks = upus,
k5 = UoUs, k6 = U3U5.

Damit ergibt sich die 5 x 6-Inzidenzmatrix

110 0 0 0

0 01 110

IGi=10 0 1 0 0 1

1001 00

01 0011

Gy hat die 8 x 8-Adjazenzmatrix

01 010000
101 00100
01 010000
Gy = 1 01 000 01
0 00O0O0OT1TUO0?1
01 001010
0 00O0O0OT1TUO0S1
00011010

Fiir die Inzidenzmatrix miissen die Kanten nummeriert werden:

ki = uyuz, ko = usus,
ks = uzug, kg = uguy,
ks = upue, ke = ugusg,
k7 = usug, ks = uguz,
ko = uzug, k1o = ugus.

Damit ergibt sich die 8 x 10-Inzidenzmatrix

1001 00O0O0O
110010000
01 1000O0O0°OQO0
Gy = 0 01101O0O0O0
0 000OO0OO0OT1TTUO0FPO
0 0001O0T1TT1FPO
0 000O0OO0OO0OT11
0000 O01O0TO0T1

OO R OO OoOOo
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Hj hat die 6 x 6-Adjazenzmatrix

010100
101001
010100

Hi=17 091010
000101
010010

Fiir die Inzidenzmatrix miissen die Kanten nummeriert werden:
ki = uqup, ky = upus,
k3 = uguy, ky = uguy,
ks = ugus, ke = usug,

k7 = UpUg.

Damit ergibt sicht die 6 x 7-Inzidenzmatrix

1001000
1100001
0110000
IHi=16 091110 0
0000110
0000011
Hj; hat die 6 x 6-Adjazenzmatrix
010010
101000
010101
H2=10 0101 0
100101
001010

Fiir die Inzidenzmatrix miissen die Kanten nummeriert werden:

ki = v1v3, ko = vo03,
k3 = v3vg, kg = v4vs,
ks = vsv1, k¢ = V50,
k7 = U30¢.

Damit ergibt sicht die 6 x 7-Inzidenzmatrix

0

OO OO =
OO O =

OO R R,k OO
ORLr R, O OO
O OO O
__-0 O OO
_ oo = OO

. Sind die Graphen H; und Hj in Abbildung 7.3 isomorph?

Losung:
Wenn die beiden Graphen isomorph sind, dann muss es eine adjazenzerhaltende Abbildung
zwischen ihnen geben.
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10.

Esistd(u1) = 2 und diese Ecke in Hj hat nur Nachbarn, die Grad 3 besitzen. Dann ist als Bild
fiir 1 nur v4 oder vy moglich. Dann wird jetzt ¢ (u1) = v definiert; sollte dies nicht zu einem
Isomorphismus fithren, kann die Variante ¢ (1) = v4 betrachtet werden.

uy ist adjazent zu u4, also sind die einzig méglichen Bilder fiir u#, nur die Ecken v3 oder vs.
Wir setzen willkiirlich ¢ (up) = v3. Als Bild fiir uz wird ¢(u3) = vy gesetzt; auch ¢ (uz) = v,
wiére noch moéglich gewesen.

Fiir die restlichen Ecken wird ¢(u4) = vs und @(us) = v1, ¢(ug) = v, gesetzt.

Stellt man die Adjazenzmatrizen beider Graphen auf, wobei die Ecken in H, durch die Bilder
o(u1),..., p(us) nummeriert werden (das Element 12 ist also beispielsweise gegeben durch
die Information, ob es zwischen ¢(u11) = v und @(uy) = v3 eine Kante gibt), dann erhalt
man

010100 010100
101001 101001
010100 010100

Hi=19 9101 0['™=]1 0101 0
000101 000101
010010 010010

Sie stimmen offensichtlich tiberein; dann ist ¢ eine kantenerhaltende Abbildung; die beiden
Graphen sind isomorph.

. Stellen Sie fest, ob die Graphen in Abbildung 7.4 Eulergraphen sind, und geben Sie gegebe-

nenfalls einen Eulerkreis an!
a b C d

b c
5@ z .
i h e f

e
Abbildung 7.4: Graphen zu Aufgabe 8

Losung:
Der Graph G hat nur eine Ecke mit geraden Grad, ndmlich c.

Der Graph H hat nur Ecken mit geradem Grad, es ist d(f) = 2, alle anderen Ecken haben
Grad 4.

Ein Eulerkreisista,i, h, g,d,e, f,g,c,e,h,d,c,a,b,i,c,b,h,a.

. Wie viele Kanten hat ein Baum mit 10 000 Ecken? Wie viele Blétter hat ein regulédrer bindrer

Baum mit 99 Ecken?

Losung:
Ein Baum hat |K| = |E| — 1 Kanten; also gibt es im vorliegenden Fall 9 999 Kanten. Ein re-
gulédrer bindrer Baum hat ”TH Blétter, im vorliegenden Fall also % = 50 Blitter.

Welche der folgenden Codes sind Prafix-Codes? a) a:11, e:00, t:10, s:01; b) a:0, e:1, t:01, 5:001, c)
a:101, e:11, t:001, s:011, n:010. Geben Sie, wenn méglich, den Klartext fiir die Codes 01111110
und 00110101101111 an!

Losung:
Die Félle a) und c) stellen Préfix-Codes dar; bei b) ist die Zuordnung nicht eindeutig; denn
01 kann sowohl t als auch ae bedeuten; 001 konnte sowohl fiir s als auch fiir aae oder fiir at
stehen.

01111110 steht in Code a) fiir das Wort saat, in c) gibt es keinen Sinn.
00110101101111 steht in Code a) fiir easstaa, in Code c) fiir tasse.
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11. Geben Sie die Codes fiir {a,¢,i,k,0, p, u} fiir den bindren Baum in Abbildung 7.5 an!

12.

Losung:

P
Abbildung 7.5: Der bindre Baum fiir Aufgabe 11

a: 000, e: 001, i: 01, k: 1100, 0: 1101, p: 1110, u: 1111.

u

Bestimmen Sie einen Huffman-Code fiir die Zeichen {a,b,c,d, ¢, f} mit den Haufigkeiten

12%, 32 %, 4 %, 20 %, 16 % und 16 %. Bestimmen Sie die mittlere Codewort-Lange!

Losung:

Das Ergebnis ist a: 1110, b: 10, c: 1111, d: 00, e: 110, f: 01. Die mittlere Code-Lange ist 2, 16.

a

c

Abbildung 7.6: Der bindre Baum zur Losung von Aufgabe 12

13. Konstruieren Sie einen minimalen aufspannenden Baum mit dem Kruskal- und dem Prim-

14.

Algorithmus fiir die bewerteten Graphen aus Abbildung 7.7.

4 C

a 2 b 3 ¢ 1 d
1 2 3
e4 [f3 g 3 h
2 4 5
3 3 1
i j k

Abbildung 7.7: Die bewerteten Graphen zu Aufgabe 13

Losung:

Die Losungen finden Sie in den Tabellen 7.1, 7.2 und 7.3.

Ein maximal aufspannender Baum in einem zusammenhédngenden und bewerteten Graphen ist
ein Baum mit dem grofStmoglichen Gewicht. Formulieren Sie einen Algorithmus, der einen
solchen Baum konstruiert, und wenden Sie ihn auf den Graphen links in Abbildung 7.7 an!

Losung:

Sie konnen den Kruskal- oder Prim-Algorithmus ,umbauen”; statt des Minimums verwen-
den Sie immer das Maximum. Tabelle 7.4 zeigt das Ergebnis, wenn Sie die Kanten der Grofle
nach sortieren und immer eine Kante mit grofstmoglichem Gewicht auswéhlen, solange kein

Kreis geschlossen wird.
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Kruskal-Algorithmus Prim-Algorithmus
n Kante Gewicht n Kante Gewicht
1 ab 1 1 ab 1
2 ed 2 2 be 3
3 eg 2 3 ed 2
4 be 3 4 eg 2
5 f8 6 5 f8 6
6 fc 6 6 fc 6
20 20

Tabelle 7.1: Kruskal- und Prim-Algorithmus fiir den Graph links in Abbildung 7.7

Kruskal-Algorithmus Prim-Algorithmus
n Kante Gewicht n Kante Gewicht
1 ef 1 1 ef 1
2 ad 2 2 cf 3
3 hi 2 3 eh 3
4 bd 3 4 hi 2
5 cf 3 5 be 4
6 eh 3 6 bd 3
7 be 4 7 ad 2
8 gh 4 8 gh 4
22 22

Tabelle 7.2: Kruskal- und Prim-Algorithmus fiir den Graph in Abbildung 7.7 Mitte

15. Bestimmen Sie die kiirzesten Wege im Graphen in Abbildung 7.8 fiir die folgenden Ecken-
paare:a)a, h,b)a,d,c)a, f,d) b, h!

Losung:

a) Der Weg zwischen a und h ist gegeben durch ac, cd, de, eg, gh; er hat die gewichtete Lange
16.

b) Der Weg zwischen a und d ist gegeben durch ac, cd; er hat die gewichtete Lange 6.
c) Der Weg zwischen ¢ und f ist gegeben durch cd, df; er hat die gewichtete Lange 8.

d) Der Weg zwischen b und h ist gegeben durch bd, de, eg, gh; er hat die gewichtete Lange
15.

16. Fiihren Sie den Dijkstra-Algorithmus fiir den Graphen in ?? auf Seite ?? durch, ausgehend
von Ecke c!

Losung:
{ce,ef,cb,cd, ba}

17. Bestimmen Sie einen Hamiltonkreis mit Hilfe der MST Heuristik fiir den Graphen in Abbil-
dung 7.9!

Losung:

Aus dem Graphen kann ein vollstindiger Graph gemacht werden, in dem Sie die fehlenden
Kanten bilden und mit der Linge der entsprechenden Wege belegen. Im ersten Schritt wird
ein minimal aufspannender Baum bestimmt, beispielsweise ausgehend von Ecke a. Das Er-
gebnis ist die Kantenmenge {ac, cd, de, db}.
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Kruskal-Algorithmus Prim-Algorithmus
n Kante Gewicht n Kante Gewicht
1 cd 1 1 bf 1
2 ki 1 2 ab 2
3 bf 1 3 fi 2
4 cg 2 4 ae 3
5 ab 2 5 ij 3
6 fi 2 6 fe 3
7 be 3 7 eg 2
8 jk 3 8 cd 1
9 gh 3 9 gh 3
10 ij 3 10 hl 3
11 ae 3 11 kl 1
24 24

Tabelle 7.3: Kruskal- und Prim-Algorithmus fiir den Graph in Abbildung rechts 7.7

An den Kruskal-Algorithmus angelehnt

n Kante Gewicht
1 ac 8
2 cd 7
3 cf 6
4 fg 6
5 bd 4
6 be 3
34

Tabelle 7.4: An den Kruskal-Algorithmus angelehnter Algorithmus zur Bestimmung des maximal aufspan-
nenden Baums fiir den Graph links in Abbildung 7.7

18.

19.

Jetzt werden alle Kanten in diesem Baum verdoppelt und bereits durchlaufene Kanten wer-
den iibersprungen; dadurch erhélt man den Hamiltonkreis acdef mit Lange 15.

Bestimmen Sie die chromatische Zahl fiir den Graphen, der aus K5 durch Entfernen einer
beliebigen Kante entsteht, und fiir den Graphen G(E,K) mit E = {0,1,2,...,n — 1}, K =
{(p.9) € B2 g =p+1modn}.

Losung:

K5 ohne eine beliebige Kante hat die chromatische Zahl 4, wie Sie in Abbildung 7.10 erken-
nen konnen; der gierige Farbe-Algorithmus ergibt das ebenfalls sehr schnell, wenn Sie mit
der Ecke oben beginnen, die immer noch Grad 4 hat.

Die Graphen mit der Kantenmenge K = {(p,q) € E?> | ¢ = p + 1 mod n} sind Kreise. Fiir
gerades n haben Kreise die chromatische Zahl 2, fiir ungerades n 3.

Welche chromatische Zahl hat der Graph in Abbildung 7.11? Bestimmen Sie eine Farbung!

Losung:
Es ist x(G) = 4. Eine Fiarbung kann mit dem gierigen Algorithmus bestimmt werden. Hier
der Verlauf des Verfahrens:

(@) i=1,farbe =1; f(a) = 1, dann wird f(b) = f(c) = f(d) = f(e) = —1.
f(f) =1, dann wird f(g) = —1.

(b) i =2, farbe = 2; f(b) = 2, dann wird f(c) = —2.
f(d) =2,dann wird f(e) = f(g) = —2.
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20.

21.

b s d s f a » b
4 7 1
2 3 1 2 2 d 5
a h 2 3
3 4
c ¢ e ° g c ° e
Abbildung 7.8: Der Graph fiir Aufgabe 15 Abbildung 7.9: Der Graph fiir Aufgabe 17

Abbildung 7.10: Der K5 mit einer weggelassenen Kante

(c) i =3, farbe = 3; f(c) = 3.
f(e) =3,dann wird f(g) = —3.
(d) i =4, farbe = 4; f(g) = 4.

Suchen Sie einen Graphen mit 30 Kanten, in dem jede Ecke Grad 5 hat, und bestimmen Sie
seine chromatische Zahl!

Losung:
Ein Graph mit 12 Ecken, die alle Grad 5 haben, erfiillt wegen

12
Y d(u)=2-30
i=1

die Forderung.

Beispielsweise der Graph mit den Zusammenhangskomponenten G = K¢ U Kg; er hat die
chromatische Zahl 6.

Bestimmen Sie fiir den bipartiten Graphen G in Abbildung 7.12 ein maximales Matching, aus-
gehend von dem eingezeichneten gesattigten Matching.

Losung:

In Abbildung 7.13 sehen Sie nochmals die Ausgangssituation und das Endergebnis. Bei der
Durchfiihrung des Verfahrens und auch beim Nachvollziehen der Losung ist es angebracht,
den sukzessive in den Schritten 3 und 4 aufgebauten Wurzelbaum immer aufzuzeichnen. In
der angegebenen Losung finden Sie die Baume nach einer Entscheidung in Schritt 4.

Das Ausgangsmatching M ist gesittigt. Im Schritt 2 des ungarischen Algorithmus ist E(M) N
S ={ay,a3,a4}. Als freie Ecke aus S \ E(M) kann a; gewédhlt werden; dannist A = {a;},I =
Pund T = {a1}.

Im Schritt 3 ist N(A) = {by} # 0); und es kann y = b, gewé&hlt werden. Im Schritt 4 fiir diese
Wahlistz = a; und A = {a1,a}, 1 = {by} und E(T) = {ay,a2,b,}, K(T) = {a1b3,b2a5}.

Schritt 3 wird wiederum durchgefiihrt. Es ist N(A) = {b,, b3} # I. Wir wéhlen y = b3 und
die Kante ayb3. In Schritt 4 gibt es zu y eine inzidente Kante in M, ndmlich azbs. Dann ist
A= {al,az,ag,}, I = {bz, bg}, E(T) = {{11,{12,113, bz}, K(T) = {(11[92, bzllz,llg,l’]z}. Wir gehen
zurtick zu Schritt 3.

Hier ist N(A) = {b1,bp,b3} # I; als Ecke aus aus N(A) \ I kann y = by gewihlt werden.
Zu diesem y gibt es im Matching M keine inzidente Kante; also ist ein vergrofSernder Weg
gefunden.
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1 by
ar by
! b
as 3
c d
b e ay by
f g as bs
Abbildung 7.11: Der Graph fiir Aufgabe 19 Abbildung 7.12: Der Graph fiir Aufgabe 21
ay bl ay b1
ap by ap by
as b3 as b3
ag b4 ay b4
as bs as bs

Abbildung 7.13: Ein maximales Matching fiir Abbildung 21, links die Ausgangssituation, rechts die Lésung

22.

Es glbt ein neues Matching Ml = {ﬂl bz, a2b3, €l3b1, a4b5}.

Wir sind zuriick in Schritt 2 des ungarischen Algorithmus. Jetzt ist E(M;) = {a1,a2,a3,a4},
und es gibt noch eine Ecke in S, ndmlich a5, die nicht im Matching liegt.

Also setzen wir a = a5 als freie Ecke. Esist I = () und A = {a5}; N(A) = {by, b3, bs}. Als
Ecke y kann y = b, gewdhlt werden. Dazu gibt es in Schritt 4 eine inzidente Kante. Also wird
der Baum erweitert, es ist A = {ay,as}, [ = {by}.

Zuriick in Schritt 3 ist N(A) = {by, bs}. Als Ecke y wird jetzt y = bs gewdhlt. Dann gibt es
in Schrit 4 eine in M; inzidente Kante mit z = a4, der Baum wird erweitert; A = {ay,4a4,4as},
I= {bz, b5}

Zuriick in Schritt 3 ist N(A) = {by, b3, ba, bs}. Als y kann y = b3 gewdhlt werden. Auch
hier gibt es in Schritt 4 eine inzidente Kante mit z = a,. Dann ist A = {ay, a3, 44,45} und
I = {b, b3, bs}.

Zuriick im Schritt 3 ist N(A) = {by, b3, b5} = I. Dann wird aber die Ecke a4 = a5 aus S
entfernt, und wir gehen zuriick zu Schritt 2. Dort gilt jetzt E(M;) = {a1,a3,a3,a4}, und der
ungarische Algorithmus stoppt!

Fiir den bipartiten Graphen G(E; U Ep, K) mit E1 = {ay, ay, a3, a4, as, a¢, a7}, Ex = {b1, by,
bg, b4, b5, bé, b7, bg} und K = {ﬂ]bl, albz, lebl, uzbz, 613b2, 613175, a4b1, a4b2, Ll5b2, 615b3, 615174,
615b6, a5b7, a5b8, llébg, ﬂ6b4, a6b5, a6b6, a6b8, 617175, a7b8} ist M = {azbl, [l4b2, €l5b7, 616b5} ein
gesattigtes Matching. Bestimmen Sie ein maximales Matching!

Losung:

In Abbildung 7.14 finden Sie den bipartiten Graphen und das gegebene geséttigte Matching
M = {aybq, asby, asby, aghs }. Bei der Durchfiihrung des Verfahrens und auch beim Nachvoll-
ziehen der Losung ist es angebracht, den sukzessive in den Schritten 3 und 4 aufgebauten
Wurzelbaum immer aufzuzeichnen. In der angegebenen Losung finden Sie die Biume nach
einer Entscheidung in Schritt 4.

In Schritt 2 des ungarischen Algorithmus ist E(M) N E; = {ay, a4, as,a6}. Als freie Ecke aus
E1 \ E(M) wird a; gewdhlt. In Schritt 3 ist N(A) = {b1, b2} # 0, es kann y = b; gewdhlt
werden. In Schritt 4 gibt es die zu y = by inzidente Kante ayby, also ist z = a3, A = {ay, a2},
I = {b1}, E(T) = {ay,a2,b1}, K(T) = {a1by,b1az}. Mit diesem Wurzelbaum gehen wir
zuriick zu Schritt 3.
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by
M by
ap b3
a3 by
ay bs
as be
as bz
ay bg

Abbildung 7.14: Der bipartite Graph fiir Aufgabe 22, das gegebene gesittigte Matching {aby, a4y, asby,
agbs } ist fett dargestellt

Esist N(A) = {by,ba} # I, also gibt es die Wahl y = b, ¢ N(A) \ I. Wir wihlen die Kante
asby und gehen damit zu Schritt 4. Es ist A = {ay,a3,a4} und I = {b1, bp}. In Abbildung 7.15

sehen Sie den dadurch entstandenen Wurzelbaum.
bl an

a1

by a4
Abbildung 7.15: Der Wurzelbaum T nach dem zweimaligen Durchlaufen von Schritt 3 und 4 fiir den Aus-
gangsknoten a;. Die im Matching enthaltenen Kanten des Baums sind fett dargestellt.

In Schritt 3 ist N(A) = {b1,by} = I. Also setzen wir S = S\ {41} und gehen zu Schritt 2
zuriick. Es gibt keinen zunehmenden Weg.

In Schritt 2 wahlen wir a4 = agz; alsoist A = {az3} und I = 0, N(A) = {bp,bs}. In Schritt
3 wiahlen wir y = by und x = a3. In Schritt 4 ist z = a4, insgesamt kann der Wurzelbaum
erweitert werden, es ist A = {a3, a4}, [ = {bo} und N(A) = {b1, by, bs5}.

Zuriick in Schritt 3 ist y = b; und x = a4. Wieder in Schritt 4 gibt es z = a,, damit ist
A= {a2,03,a4}, I= {b],bz} und N(A) = {bl,bz, b5}

In Schritt 3 ist N(A) \ I = {bs}, also y = bs und x = a3. In Schritt 4 ist z = a4, also A =
{112, as,ay, a6}/ I = {bll b2/ b5} und N(A) = {bll bZI b3/ b4/ b5/ bé/ b8}

In Schritt 3 zurtick ist N(A) \ I = {b3, b4, bg, bg}, y = bz und x = a ist eine mogliche Wahl. In
Schritt 4 gibt es fiir diese Wahl kein z mit einer zu b3 inzidenten Kante in M. Abbildung 7.16
zeigt den ausgehend von a = a3 aufgebauten Wurzelbaum. Wir haben einen vergrofiernden
Weg gefunden, die Kante a¢b5 kann durch die beiden Kanten a3bs und agbs ersetzt werden.
Esistdann M = {a2b1, azbs, agby, asby, ﬂ6b3}.

Zuriick in Schritt 2 ist jetzt E(M) N Eq = {ay,a3,a4,as5,a6}, denn die Ecke a; steht ja nicht
mehr zur Verfiigung. Als neue Wurzel eines Baums steht nur noch a; zur Verfiigung, dann ist
A={az},1=0und N(A) = {bs, bg }. In Schritt 3 wird y = bs und x = a7 gewihlt. Dann ist
in Schritt4z = a3 und A = {013,017}, I= {b5} und N(A) = {bz, bs, bg}

Zuriick in Schritt 3 wird y = by und x = a3 gewdhlt. In Schritt 4 ist z = a4 und A =
{a3, as, ﬂ7}, I = {bz, b5} und N(A) = {b], bz, b5, bg}
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b5 ag b3
as '<
bz ag bl an

Abbildung 7.16: Der Wurzelbaum T fiir den Ausgangsknoten a3. Die im Matching enthaltenen Kanten des
Baums sind fett dargestellt.

Jetzt wird in Schritt 3 y = b; und x = a4 gewdhlt. In Schritt 4 ist dann z = a4, und A =

{ay,a3,a4,a7}, 1 = {b1, by, b5} und N(A) = {b1, by, b5, bg}.
bg

<

bs a3z by a4y by @
Abbildung 7.17: Der Wurzelbaum T fiir den Ausgangsknoten ay. Die im Matching enthaltenen Kanten des
Baums sind fett dargestellt.

In Schritt 3 ist y = bg und x = ay. In Abbildung 7.17 finden Sie den Wurzelbaum nach
Hinzuftigen der Kante aybg. Zu bg gibt es keine im aktuellen Matching inzidente Kante. Also
ist aybg ein vergrofiernder Weg, das dem Matching hinzugefiigt werden kann.

Das Matching ist dann gegeben durch M = {ayby, azbs, asby, asby, agbs, az;bg}.

Zuriick in Schritt 2 ist E(M) N E; = (), denn die Ecke a7 wurde ganz zu Beginn des Al-
gorithmus gestrichen. Damit erfiillt das Matching M das Abbruchkriterium, ein maximales
Matching ist gefunden! In Abbildung 7.18 ist der ganze bipartite Graph und das maximale
Matching nochmals dargestellt!

by
m by
ay b3
a3 by
a4 bs
as be
ag by
ay bg

Abbildung 7.18: Der bipartite Graph fiir Aufgabe 22, das berechnete maximale Matching
{ayxby, azbs, asby, asby, aghs, azbg} ist fett dargestellt



Kapitel 8

Algebraische Strukturen

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.
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Was ist eine algebraische Operation?

Was ist eine Halbgruppe?

Nennen Sie Beispiele fiir Halbgruppen!

Was ist eine Gruppe?

Nennen Sie Beispiele fiir Gruppen!

Was ist eine abelsche Gruppe?

Nennen Sie Beispiele fiir abelsche Gruppen!
Nennen Sie Gruppen, die nicht abelsch sind!
Nennen Sie Beispiele fiir endliche Gruppen!

Ist (Zy \ {0}, ®) immer eine Gruppe?

. Was ist eine Untergruppe?

. Was ist ein Homomorphismus?

. Was ist der Kern eines Homomorphismus?
. Was ist das Bild eines Homomorphismus?
. Wann ist ein Homomorphismus injektiv?

. Was ist ein Isomorphismus?

. Haben Kern und Bild eines Homomorphismus eine algebraische Struktur?
. Was ist die Klein’sche Vierergruppe? Warum wurde Sie eingefiihrt?

. Was ist ein Ring?

. Nennen Sie Beispiele fiir Ringe und fiir Ringe mit Einselement!
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21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.

Was ist ein Korper?

Was ist ein Nullteiler? Nennen Sie Beispiele!

Gibt es Ringe mit Nullteilern, die trotzdem kein Kérper sind?

Wie ist ein Polynom iiber einem Korper definiert?

Wie werten Sie Polynome auf dem Computer aus?

Beschreiben Sie die Addition, Multiplikation und Division von Polynomen!
Vergleichen Sie einen Polynomring und den Ring der ganzen Zahlen!

Was ist ein Linearfaktor?

Beschreiben Sie die Linearfaktorzerlegung eines Polynoms!

Wie kann die Polynomdivision tiber Z; zur Fehlererkennung in der Kanalcodierung verwen-
det werden?

Was ist eine Bool’sche Algebra?
Nennen Sie Beispiele von Bool’schen Algebren!

Ist in einer Bool’schen Algebra eine Teilordnung definiert?

Methodenfragen

1.

N o ok w DN

10.
11.
12.

Nachweisen kénnen, dass eine Menge mit einer gegebenen Operation eine Halbgruppe, eine
Gruppe oder eine abelsche Gruppe ist.

Nachweisen kénnen, dass eine Teilmenge einer Gruppe eine Untergruppe darstellt.
Elementare Eigenschaften in einer Gruppe nachweisen kénnen.

Nachweisen kénnen, dass eine Abbildung ein Homomorphismus ist.

Den Kern und das Bild eines Homomorphismus bestimmen kénnen.

Nachweisen kénnen, dass ein Homomorphismus ein Isomorphismus ist.

Isomorphismen zwischen zwei gegebenen Gruppen mit gleicher Anzahl von Elementen fin-
den kénnen.

Nachweisen konnen, dass eine Menge mit zwei gegebenen algebraischen Operationen ein
Ring oder ein Kérper ist.

. Die Polynomarithmetik in einem gegebenen Korper durchfiihren konnen.

Die Polynomarithmetik implementieren kénnen.
Die Fehlererkennung mit Hilfe von Polynomen an Beispielen durchfiihren kénnen.

Nachweisen konnen, dass eine Menge mit zwei gegebenen algebraischen Operationen und
einer undren Operation eine Bool’sche Algebra ist.
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Ubungsaufgaben

1. Weisen Sie die Gruppeneigenschaften der Mengen {—1,1} C Z und {1,—-1,i,—i} C C mit
der Multiplikation als algebraische Operation nach!

Losung:
Zuerst zu M; = {1, —-1}.

Die Multiplikation ist abgeschlossen, dennesist1-1 = (—-1)-(-1) =1€ Mjund (-1)-1=
1- (71) =-1¢e M.

Das Assoziativgesetz ist erfiillt:

L((-1)-)=-1=01-(-1))-1=1-(1-(=1)) = (1-1)- (=1);
D-((=D)-D)=1=(=)-(=1))-1=(=1)-1-(=1) = ((=1)-1)- (=1).
Das neutrale Element ist 1, wie in Z. Das inverse Element fiir —1 ist —1 selbst wegen (—1) -

(=1) = 1. Als ist (M, ) eine Gruppe der Ordnung 2. Sie ist auch abelsch, wie Sie beim
Nachweis der Abgeschlossenheit ganz oben bereits sehen.

M, ={1,-1,i,—i}.
Die Multiplikation ist abgeschlossen. Fiir die Elemente 1 und —1 erhalten Sie die gleichen

Ergebnisse wie in Mj. Esisti-i = —1, so war die imagindre Einheit gerade definiert. i - (—i) =
(=i)-i=1.
1-a=aund (—1)-a = —a fir alle a € My, damit ist die Abgeschlossenheit nachgewiesen;

und auch die Existenz des neutralen Elements e ist bewiesen.

Bleibt die Frage nach einem inversen Element fiir jedes a € M, ungleich 1 zu beantworten.
Das inverse Element zu —1 ist wieder —1 selbst, wie in M;. Das inverse Element zu i ist —i,
denn es gilti - (—i) = 1; inverses Element zu —i ist i.

M, ist abelsch, wie die bisher betrachteten Verkniipfungen beweisen. (M,, -) ist eine Gruppe
der Ordnung 4; fasst man M ist eine Untergruppe von M.

2. Weisen Sie nach, dass fiir Gruppen (G, o) und (G, ®) das kartesische Produkt G; x G, mit
der algebraischen Operation (x1, y1) ¢ (x2, y2) = (x1 0 X2, y1 ® ¥2) eine Gruppe ist!

Losung:
Die dégfinierte Abbildung ¢ ist eine algebraische Operation, dennda xj ox; € Gy und y; ey, €
Gy gilt ist auch
(Xl,y1) <o (XQ, yz) = (x1 oXy, Y1 ® y2) S G1 X Gz.
Das Assoziativgesetz ist erftillt, da dies in den einzelnen Komponenten erfiillt ist:
(x1,51) © ((x2,¥2) © (x3,¥3)) = (x10 (x20x3), 41 ° (y2° ¥3))
= ((x10x2) 0x3,(y1 0 y2) @ y3)
= ((x1,y1) @ (x2, ¥2)) © (x3, y3)-

Das neutrale Element ist (e1, ¢ ), falls e das neutrale Element in G; und e; das in G, ist:
(x,y)o(er,e0) = (xoer,yeer) = (x,y).

Die inversen Elemente sind gegeben als kartesisches Produkt der inversen Elemente:

(xy)o(x Ly ) =(xox T, yey™) = (e, e).
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3. Beweisen Sie, dass fiir eine Gruppe (G, o) und 4,b,c € G ab = ac = b = ¢ gilt!

Losung:
In einer Gruppe gibt es zu a ein Element a~?!, sodass a o a~
Element kennzeichnet.

1 — ¢ ist, wenn e das neutrale

Dann gilt

aob=uaoc

-1 -1
&g togob=a "oaoc

&Seob=ceoc

Sb=c

Als Widerspruchsbeweis:
Angenommen, es gibt zwei Elemente b # cmitaob =aoc = b = c. Dann gilt

b=alo(aob)=alto(aoc)=c,
ein Widerspruch.

4. Bestimmen Sie alle Gruppen mit n < 3 Elementen durch Aufstellen der Verkniipfungstabel-
len!

Losung:

Sie miissen das neutrale Element wihlen und fiir die restlichen Elemente entscheiden, wie die
inversen Elemente aussehen. In jeder Zeile und jeder Spalte muss jedes Element genau einmal
auftreten, da die inversen Elemente und auch das neutrale Element eindeutig bestimmt sind.

Dann bleibt fiir n = 2 und auch fiir n = 3 nur eine Moglichkeit tibrig, ndmlich die Tabellen
8.1 und 8.2.

ole a

ele a

ala e
Tabelle 8.1: Die Verkniipfungstabelle der Tabelle 8.2: Die Verkniipfungstabelle der
Gruppe der Ordnung 2 Gruppe der Ordnung 3

5. Weisen Sie nach, dass die folgenden 6 Funktionen von R \ {0, 1} nach R\ {0, 1} mit der Kom-
position als algebraische Operation eine Gruppe bilden: ((x) = x, p(x) =1 -1, o(x) = L,
a(x) =1—x, B(x) = X7 und y(x) = L.

Losung:
Die Verkettung ist abgeschlossen auf der Menge {t, p, 0, «, 3, v}, beispielsweise gilt
1 1
(poa)(x)=1- alx) 1- 11—z B(x).

Die Verkettung ist immer assoziativ.

Die Funktion t ist das neutrale Element, es gilt immer f ot = 1o f = f, was Sie nachrechnen
konnen.

«, 3 und vy sind zu sich selbst invers, es gilt beispielsweise

Bv) _ o«
B(x)—1 x—(x-1)

(BoB)(x) =

= X.
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p~!ist durch o gegeben wegen
(poo)(x)=1——=1—(1—x) =x.

Das inverse Element o~ ! ist p wegen

Cl-p(x) 1-(1-1)

(00p)(x)

In Tabelle 8.3 finden Sie die komplette Verkniipfungstafel; Sie erkennen darin auch, dass die
Gruppe nichtabelsch ist; beispielsweise ist yoo = aund 0 oy = 3.

ot p o «a B vy
Lt p o a B vy
plp o t B VY «
ocloc  p Yy a B
x|la v B t o p
BB a« v p t 0o
Yiv B a o p

Tabelle 8.3: Die Verkniipfungstafel zu Aufgabe 6

6. Weisen Sie nach, dass fiir das gleichschenklige Dreieck in Abbildung 8.1 die folgenden Ab-
bildungen eine Gruppe mit der Verkettung als algebraische Operation bilden: I, die Identitét,
R, die Rotation im Uhrzeigersinn um den Inkreismittelpunkt, die N auf L, L auf M und M
auf N abbildet; 5, die entgegengesetzte Rotation gegen den Uhrzeigersinn, und A, B, C die
Spiegelungen um die Achsen LX, MY und NZ.

L

M N
X

Abbildung 8.1: Ein gleichschenkliges Dreieck fiir Aufgabe 6

Losung:

Die 6 Elemente stellen die moglichen Symmetrien dar; zwei Drehungen um jeweils 120° um
den Inkreismittelpunkt, die Drehung um 0°, also die Identitdt und die drei Spiegelungen.
Solche Symmetriegruppen sind der Ursprung der Gruppentheorie, man kann auch fiir an-
dere geometrische Objekte wie beispielsweise das Quadrat, Fiinfeck oder den Tetraeder oder
Hexaeder entsprechende Symmetriegruppen bilden.

Die Verkettung der Operationen ist abgeschlossen, denn es gilt beispielsweise

R(L)=N,R(M) =L,R(N) =M,
A(L)=L,A(M)=N,A(N) =M,
AoR(L)=A(N)=M,AoR(M)=A(L)=L,AoR(N) = A(M) = N.
Dann ist offensichtlich A o R = C. Analog konnen Sie nachweisen, dass R o A = B. Die

Komposition von Abbildungen ist immer assoziativ, in Tabelle 8.4 finden Sie alle 36 moglichen
Verkniipfungen.

Die Gruppe ist nicht abelsch, auch das kénnen Sie in der Tabelle ablesen, beispielsweise ist
AoR=Cund Ro A =B.
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OWYS X —|o
O™ n R~ ~
WO~ 0n XX
2O R~ 0n
N~ W
A~
—~ WX 00

Tabelle 8.4: Die Verkniipfungstafel fiir Aufgabe 6

7. Weisen Sie nach, dass die Abbildung A : (C\ {0},-) — (C\ {0}, ) mit A(z) = |z| und

L: (R\{0},-) — (R,+) mit L(x) = 1d (x*) Homomorphismen sind. Bestimmen Sie den
Kern und das Bild der Homomorphismen!

Losung:
Sowohl in R als auch in C gilt |x1 - x3| = |x1] - |x2].
N(A) ={0};R(A) ={z € C|Im(z) = 0,Re(z) > 0}.

Auch L ist ein Homomorphismus, denn mit den Rechenregeln fiir den Logarithmus gilt

Lix-y) =1d ((x1)?)
=1d (x*y?)

1d (x?) +1d (x?)
= L(x) + L(y).

L ist nicht injektiv, denn es gilt L(x) = L(—x), der Kern ist gegeben durch N(L) = {1, —1}. L
ist aber surjektiv, Urbilder fiir ein y € R sind x = ++/2Y; also ist R(L) = R.

. Ist (M, o) eine Gruppe und x € M. Die Konjugation ist durch vy : M — M, yx(n) = xonox™!

definiert. Weisen Sie nach, dass yy ein Isomorphismus und die Menge aller Konjugationen ei-
ne Untergruppe von S(M) ist!

Losung:
Eine Konjugation ist ein Homomorphismus, denn es gilt
Yelmy omy) = x o (my 0 my) o x~1

:xomlomzox_1

=xomjox loxompox!

= Yx(ml) o Vx(mZ)-

Esist N(yx) = {e}, also ist eine Konjugation injektiv:

Ye(m) =e < xomox ! =e,
smox t=x1oe
@)moxi1 =x 1

<:>m:x_10x

< m =e.

Das Urbild fiireinm € Mistn = x lomox:

1 1

Yx(n) =xox " omoxox  =m.
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10.

11.

Jetzt zur Untergruppeneigenschaft:

Die Identitét ist eine Konjungation, mit x = e. Die Abgeschlossenheit folgt aus

(Vx o’yy)(n) =xoyono y71 ox ! = %my(n).

Fiir jede Konjugation ist die Inverse gegeben durch y;! = vy,-1; also ist die Menge aller
Konjugationen eine Untergruppe von S(M).

. Weisen Sie nach, dass die Gruppen aus Aufgabe 5 und 6 isomorph sind!

Losung:
Die Notation in den Tabellen 8.3 und 8.4 wurde schon so gewihlt, dass man die Isomorphie
direkt ablesen kann. Die Isomorphie F ist definiert durch

F(I) =, F(R) =p,F(S) =0,F(A) =«a,F(B) = 3,F(C) =v.

Eine weitere, zu diesen beiden Gruppen isomorphe Gruppe ist gegeben durch die sechs 2 x 2
Matrizen

i=(1)r="00)s=(11)
a=(90).b=0(01).c=(11),
wenn die Matrixarithmetik mit modularer Arithmetik in Z; durchgefiihrt wird. Auch hier ist

die Isomorphie schon durch die Bezeichnungen gegeben. Und zu S3, der Gruppe der Permu-
tationen auf der Menge {0, 1,2} finden Sie ebenfalls leicht eine Isomorphie!

Weisen Sie die Rechenregeln eines Rings in Satz 8.8 nach!

Losung:

VacRa-0=0-a=0:

Esist0-a=(0+0)-a=0-a+0-4,denn im Ring R ist das Distributivgesetz erfiillt. (R, +)
ist eine abelsche Gruppe, dort ist das neutrale Element der Addition eindeutig bestimmt, also
ist 0-a = 0. Analog beweisen Siea - 0 = 0.

Va,b € R(—a)-b=—a-b=a-(-b):

Ausa-b+(—a)-b = (a+(—a))-b =0-b = 0folgt (—a) - b = —a - b. Analog ergibt sich
a-(=b)=—a-b.

Va,b € R(—a)-(—=b)=a-b:

Mit den eben nachgewiesenen Regeln ist (—a) - (=b) = —(a- (b)) =a-b.

Weisen Sie fiir den Korper mit vier Elementen und den Verkniipfungstafeln 8.7 und 8.8 auf
Seite 208 die Distributivgesetze nach!

Losung:
Die Additionstabelle 8.8 ist symmetrisch beztiglich der Diagonale. Das neutrale Element ist 0.
(R, +) eine abelsche Gruppe.

Die Multiplikationstablle 8.7 zeigt, dass 1 das neutrale Element der Multiplikation ist. Das
Assoziativgesetz ist ebenfalls erfiillt, was Sie exemplarisch nachpriifen sollten. Also ist (R, -)
eine Halbgruppe.

Bleibt das Distributivgesetz zu tiberpriifen. Auch das nur exemplarisch, interessant sind nur
die Félle, bei denen die Klammer nicht mit 0 oder 1 multipliziert werden. Es ist beispielsweise

a-(1+4b)=a-a=ba-1+a-b=a+1=0b

und
(b+1)-a=a-a=bb-a+l-a=1+a=0b.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Tabelle 8.5: Eine Addition? Tabelle 8.6: Eine Multiplikation?
ola b ¢ d X |la b ¢ d
a | a c d al|la a a a
b|b ¢ d a bla b ¢ d
clc d a b c|la ¢ d b
d|ld a b ¢ d|la d b ¢

Definieren die Verkniipfungstafeln 8.5 und 8.6 fiir die Menge {4, b, ¢, d} einen Korper?

Losung:
Die Tabellen definieren zwei abelsche Gruppen, bleibt, die Distributivgesetze zu tiberpriifen.
Esgiltc x (cod) =c#cxcocxd=a.

Also lautet die Antwort Nein.

Ist in den Korpern Zs und Zy die Gleichung x? = 2 15sbar? Wenn ja, wie sieht die Lésung aus?

Losung:
In Z7 hat die Gleichung die beiden Losungen x = 3,x = 4, dennes gilt3-3 = 9 = 2mod 7
und 16 = 2 mod 7. In Zs existiert keine Losung.

Berechnen Sie Summe und Produkt der Polynome p(x) = x® + x® — 1 und q(x) = x* + 2% + x
uber R, Z3 und Zz!

Losung:

Die Summen: Uber R und Zs: (p +q)(x) = x® +x* +2x3 + x — 1; iiber Z, (p+q)(x) =
X0+t x—1.

Die Produkte: Uber R und Zj3: (p - q)(x) = x10 4 49 4+ 247 + x® — x3 — x, iiber Z,: (p-q)(x) =
210 4 4% 4 40 — a3 — x.

Dividieren Sie das Polynom p;(x) = x° — 1 mit Rest durch g;(x) = x®> — 1 und pp(x) =
—144 — 23x? + 2x* durch gp(x) = —24 — 6x + 4x> + x°.

Losung:
r1(x) = x2,51(x) = x> — 1 und rp(x) = 2x — 8, 55(x) = 9x2 + 48x — 336. 22?

Berechnen Sie die Linearfaktorzerlegung des Polynoms x® — 4x* — 4x2 + 16 iiber den Kérpern
Q,Rund C!

Losung:
Nur iiber C zerfillt das Polynom in Linearfaktoren:

p(x) = (x=2)(x +2)(x = V2) (x + V2)(x = iV2) (x +V2).

Setzen Sie die Matrix (g ’15 ) als Variable x in das Polynom x* + 2x + 5 ein! Setzen Sie in das

gleiche Polynom die Zahl 3 ein und berechnen Sie das Ergebnis in Z und Zs!

Losung:
(&=, inZ:20,in Zs : 0.

3

Zeigen Sie, dass alle Elemente aus Zg, wenn Sie diese in das Polynom p(x) = x° — x einsetzen,

als Ergebnis 0 ergeben. Welche Eigenschaft von Z¢ verursacht dies?

Losung:

Es gilt immer x°

= X.
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19. Implementieren Sie in der objektorierten Programmiersprache IThrer Wahl eine Klasse, die Po-
lynome und die Polynomarithmetik, insbesondere die Polynomdivision, zur Verfiigung stellt!

Losung:

// v1Polynom. java
// Implementierung von Polynomen und der Polynomarithmetik
// liber den reellen Zahlen (Datentyp double) .

/) ==========================================================
// Autor: Manfred Brill

// Letzte Anderung: 22. 06. 2004

) ==========================================================

public class vlPolynom {

public vl1Polynom() {

degree = 0;
a = new double[l];
al0] = 0.0;

//! Konstruktor mit Grad, ohne Koeffizienten
public v1Polynom(int n) {

a = new double[n+1];

degree = n-1;

for (int i=0; i<=degree; i++) a[i]=0.0;

//! Konstruktor mit Grad und Feld mit Koeffizienten
public v1Polynom(int n, double[] c) {

a = new double[n+1];

degree = n-1;

for (int 1i=0; i<=degree; i++) al[i] = cl[i];

//! Kopierkonstruktor

public vlPolynom(vlPolynom copy) {
a = new double[copy.getDegree ()+1];
degree = copy.getDegree() ;

for (int i=0; i<=degree; i++) al[i] = copy.getCoefficient (1i);

//! Grad zurilickgeben
public int getDegree () {
return degree;

//! Grad setzen
public void setDegree (int n) {
degree=n;

//! Koeffizienten setzen

public void setCoefficients (int n, double c[]) {
degree = n-1;
a = new double[n];
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20.

21.

private int degree;
private double al[];

}

Zeigen Sie, dass die Menge B = {n € N | n|105} mit 0 = ggT, B = kgV,0 =1,1 = 105 und
~x als groBtes Element y € B mit ggT(x,y) = 1 eine Boolesche Algebra ist! Finden Sie eine
Potenzmenge IP(M), die zu B isomorph ist!

Losung:
Die Primzahlfaktorisierung von 105 ist gegeben durch 105 = 3 -5 - 7. Also ist
B ={1,3,5,7,15,21,35,105}.

Die Axiome aus Definition 8.13 miissen nachgerechnet werden.
B xHO=xxH1=1:

Esist x B0 = kgV(x,1) = x. Die Aussage fiir die Multiplikation ist ebenfalls erfiillt, denn es
gilt x[J1 = ggT(x,105) = x, denn jedes x € B ist ein Teiler von 105.

B xH~x=1,xH~x=0:
Nach der Definition ist \x = 1%. Dann gilt

105
xEEI\x:kgV(x,g)O: T _q05=1.

Es gilt
xE~\x = ggT(x,g) =1=0.
In B sind die komplementéren Teiler relativ prim!
B (xHBy)BHz=xB(yHz), xHy)Dz=xH(yLDz):

Es ist ggT(ggT(v,y),z) = ggT(x, 88T (y,2)) und kgV(kgV(x,y),z) = kgV(x kgV(y,2)).
Diese Aussagen wurden nicht im Kapitel {iber Zahlentheorie bewiesen; aber das sollte nicht
schwer fallen. Man konnte beispielsweise einen Widerspruchsbeweis fiihren!

B xBy=yHx, xHy=yx:
Esist ggT(x,y) = ggT(y, x) und kgV(x, y) = kgV(y, x).
B xH(yUz)=xByOxHz, xH(yBz) =xHyBxHz
Auch dies ist wieder auf Grund von zahlentheoretischen Aussagen erfiillt:
kgV(x, ggT(y,z)) = ggT(kgV(x,y), kgV(x,z)),
g8T(x, kgV(y, z)) = kgV(ggT(x, y), ggT(x,2)).

B hat wie oben angegeben 8 Elemente. Dann ist diese Boolsche Algebra isomorph zu einer
Algebra mit einer Potenzmenge IP(M) einer Menge mit |M| = 3, beispielsweise M = {a, b, c}.
Diese Boolsche Algebra ist dann gegeben durch (P(M),U,N,\,0, M).

Ersetzen Sie in Aufgabe 20 die Zahl 105 durch eine Primzahl und suchen Sie eine dazu iso-
morphe Boolesche Algebra!

Losung:
Die Tragermenge enthélt nur 2 Elemente, die 1 und die Primzahl selbst. Diese Boolsche Alge-
bra ist isomorph zur kleinst moglichen Boolschen Algebra mit zwei Elementen.
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22. Beweisen Sie die De Morgan’sche Regel in einer Booleschen Algebra aus Satz 8.17 und die
Absorptionsregel Vx,y € B x [0 (x B y) = x aus Satz 8.16!

Losung:
Zuerst tiberlegen wir uns, dass das Element y mit xBy = 1 A x [y = 0 eindeutig bestimmt
istals y = \x.

Sind x und y beliebige Elemente der Algebra B, die die Behauptung erfiillen, dann gilt
y=yB0=yHBHxO\x= (yBx)d(yB\x).

und
(yBx) D (yB~x) =10 (yB~x) = (yHB\x).

Genauso gilt
X = ~NxH0=~xHxO\y.

Dann ist
wHxHy=(x+x)D(\xBy) = (xB\x) D (yB~x) =10 (yB~x) = (yBH\x).

Dann folgt aber insgesamt y = \x.

Es wird nur die erste de Morgan’sche Regel bewiesen, die zweite folgt analog. Es ist

(xBy) B (¥ Ty) = (xBy) B2) D (xBy) By)
=(18Hy) O (xH1) =1.

und

(xBy) B ((xE\y) = (xE~x)D\y) B (2B (yEO\y))
=(\yBo)H(~xZ0)=0.

Dann ist mit der Uberlegung zu Beginn der Losung ~ (x By) = ~x 0 \y.
Die Absorptionsregel Vx,y € BxH (xHBy) = x:

yO(xBy) = (xB0)D(xBy) =xBH0Dy=xByH0=xH0=ux.

23. Weisen Sie nach, dass in einer Booleschen Algebrax < y < xHy =yund x <y & ~\y < ~\x
gelten.

Losung:
Aus xBy = y folgt
xHy=xE((xHBy) =x

mit dem Absorptionsgesetz aus Satz 8.16. Dann ist x < v.
x < yist dquivalent zu x 1 y = x. Dann folgt
xBy=(x0y)By =y,

wieder mit Satz 8.16.

Die Aussage x < y <> \y < ~x folgt mit den de Morgan’schen Regeln in Satz 8.17 und der
eben bewiesenen Aquivalenz:

y<yexby=xexBy=ye ~(\xO\y) =y ~ybx=\y.



Kapitel 9

Vektoralgebra

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

O 0 NN O U ke W

g S
O O I O U1 = W N = O

Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen Punkten und Vektoren!

. Wie ist die Vektoraddition definiert?

. Wie ist die Differenz zweier Vektoren definiert?

. Wie ist die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl definiert?

. Erlautern Sie die Koordinaten eines Vektors in R und R3!

. Wie sind Vektoraddition und Multiplikation mit einem Skalar in Koordinaten definiert?
. Welche Rechenregeln fiir die Vektorarithmetik kennen Sie?

. Wie ist die Addition zwischen einem Punkt und einem Vektor definiert?

. Wie lautet die Parameterdarstellung einer Geraden?

. Wie lautet die Parameterdarstellung einer Ebene?

. Wie lautet die implizite Darstellung einer Geraden im R??

. Wie hiangen implizite Darstellung und Parameterdarstellung einer Geraden zusammen?
. Wie lautet die implizite Darstellung einer Ebene im R3?

. Wie hiangen implizite Darstellung und Parameterdarstellung einer Ebene zusammen?

. Wie konnen schiefe Achsen in einem Koordinatensystem definiert werden?

. Wie lautet die Definition des Skalarprodukts im R"?

. Nennen Sie Rechenregeln des Skalarprodukts!

. Wie ist die Norm eines Vektors definiert? Welche Eigenschaften hat die Norm?

. Wie ist der Abstand zweier Punkte definiert? Welche Eigenschaft hat der Abstand zweier

Punkte?
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20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

Wie lautet die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung?

Wann sind zwei Vektoren im R" orthogonal?

Wie lautet der Satz von Pythagoras im R"?

Was ist ein Normalenvektor auf einer Geraden im R"?

Erldutern Sie die Orthogonalprojektion eines Vektors auf einen gegebenen Vektor v!
Wie kann der Abstand zwischen einem Punkt und einer Geraden bestimmt werden?
Wie ist das Vektorprodukt definiert?

Nennen Sie Rechenregeln fiir das Vektorprodukt!

Wie lautet die Rechte-Hand-Regel?

Kann das Vektorprodukt geometrisch interpretiert werden?

Wie lautet die Definition des Spatprodukts?

Kann das Spatprodukt geometrisch interpretiert werden?

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Vektoren, Punkten und Matrizen!

Formulieren Sie das Skalarprodukt im R"” mit Hilfe von Matrixarithmetik!

Methodenfragen

1.

v ® N S ok » DN

Y
g = W N = O

Mit Vektoren rechnen kénnen.

Mit Geraden und Ebenen in impliziter Darstellung und Parameterdarstellung arbeiten kénnen!
Zwischen impliziter Darstellung und Parameterdarstellung umrechnen kénnen!

Koordinaten eines Punkts in einer Ebene bestimmen kénnen.

Skalarprodukt berechnen kénnen.

Den Winkel zwischen zwei Vektoren berechnen kénnen.

Uberpriifen kénnen, ob zwei Vektoren orthogonal sind.

Die Orthogonalprojektion eines Vektors berechnen kénnen.

Abstand zwischen einem Punkt und Gerade oder Ebene berechnen konnen.

. Vektorprodukt berechnen kénnen.

. Flacheninhalte mit Hilfe des Vektorprodukts berechnen koénnen.
. Spatprodukt berechnen konnen.

. Volumen mit Hilfe des Spatprodukts berechnen kénnen.

. Feststellen koénnen, ob zwei Geraden im R3 windschief sind.

. Matrixarithmetik auf Vektoren anwenden konnen, insbesondere Ax fiir eine Matrix A und

einen Vektor x berechnen konnen.
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Ubungsaufgaben

1.

Gegeben sind die drei Vektoren u = (—3,1,2),v = (4,0, —8),w = (6, —1, —4). Bestimmen
Sie die Komponenten von u — v, 6u + 2w, —v +u, (2u — 7w) — (8w + v). Bestimmen Sie den
Vektor x € R® mit2u — v+ x = 7x + w.

Losung:
u—v =(-7,1,10), bu+2w = (—6,4,4), —v+u = (-7,1,10), 2u —7w) — (8w +Vv) =
(—100,17,72).

x=%(-8,1,8).

. Beweisen Sie, dass es keine Skalare A1, Ay, A3 gibt mit A1(—2,9,6) +A2(—3,2,1) +A3(1,7,5) =

(0,5,4).

Losung:
Die Gleichung entspricht einem linearen Gleichungssystem
—2M =320+ A3 =0,
IAN +2A, +7A3 =5,
6A1 + Ay +5A3 = 4.

Durch Gauf3-Elimination konnen Sie nachweisen, dass dieses lineare Gleichungssystem keine
Losung besitzt.

. Beweisen Sie, dass bei der Definition der Vektorarithmetik die reellen durch komplexe Kom-

ponenten ersetzt werden diirfen, wenn die fiir R” definierten Operationen {ibernommen wer-
den. Der dadurch entstehende Vektorraum heifst C".

Losung:

Dass die geforderten Rechengesetze erfiillt sind liegt daran, dass auch C ein Korper ist. Also
kann man an Stelle von R einen Korper, beispielsweise Z, oder Zj, fiir eine Primzahl p € Z
verwenden.

Beweisen Sie G(u,v) = G'(v/,v) & ((GNG' D) AN (BpeRV = puv).

Losung:

=: es gibt Skalare mitu = u’ + Av/,u’ = u + pv.

<«: Es gibt genau einen Punkt im Schnitt, nennen wir den x, zusammen mit der Gleichheit
der Richtungsvektoren folgt die Behauptung.

. Bestimmen Sie die Parameterdarstellung der Ebene, die die Punkte (—4, —1,—1),(—2,0,1)

und (-1, —2, 3) enthalt!

Losung:
EAu) =(—4,-1,-1DT4+2A(2,1,0)T + u(3,-1,2)T.

Zeigen Sie, dass die Geraden G(P,v) und G'(P/,v/) mit P = (3,4,1), v = (-2,1,-1),
P'=(5,1,7) und v/ = (2, —1, 1) parallel sind!

Losung:
Esist v = —v'. Die Richtung ist entgegengesetzt; aber die Geraden sind parallel.

Beweisen Sie die Aquivalenz der Parameterdarstellung und der impliziten Darstellung einer
Ebene!
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Losung:
Die implizite Darstellung einer Ebene ist gegeben durch die Gleichung

ax+by+cz+d=0.

Die Parameterform ist gegeben durch den Punkt P und die beiden linear unabhéngigen Rich-
tungsvektoren v, w mit
P4+ Av+uw, A, ueR.

Zuerst der Ubergang von einer impliziten zur Parameterdarstellung: Mindestens eine der
Zahlen a, b oder ¢ miissen ungleich Null sein. Es wird angenommen, dass a # 0.

Dann setzen wir y = z = 0 und l6sen nach a auf:
d
ax+d:0:>x:—;

Dann kann als Punkt P auf der Ebene P = (—%, 0,0) verwendet werden. Ist a = 0, wird
einfach nach einer der anderen Koordinaten aufgelost.

Dann muss jeder Punkt

d
(_E’ 0,0) + A(vx, vy, vz) + u(wy, wy, w;)

ein Element der Ebene sein, also die Gleichung ax + by + cz +d = 0 erfiillen:

a- (—g + Avy + pwy) + bAvy + buwy, + cAv, + cpuw; +d = 0.
Zusammengefasst nach A und p:
A(avy + boy + cv;) + p(awy + bwy, + cw,) = 0.
Diese Gleichung muss fiir alle A und p erfiillt sein. Fiir A # 0, u = 0 ergibt sich

—bvy, — cv,
’Ux - .
a

Aus A = 0, u # 0 ergibt sich
—bwy, — cw,

Wy =
a

vy und v sind frei wéhlbar, also beispielsweise
c
vz=1Lv,=0:0,=—-
a

und

b
wy=1w; =0:wy =—-
a

Insgesamt ist die Parameterform im Fall a # 0 durch

gegeben.

Ist die Parameterform einer Ebene durch

P4+ Av+puw, A, ueR
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

gegeben, dann sind die Koeffizienten der Gleichung
ax+by+cz+d=0

gesucht. Das Vektorprodukt v x w steht senkrecht auf der Ebene, damit ist die Normale n
und die Koeffizienten a, b und ¢ gegeben. d erhalten Sie durch Einsetzen des Ursprungs in die
Gleichung (n, XP) = 0.

. Berechnen Sie die Skalarprodukte ((3,1,4, —5),(2,2,—4,—-3))und ((—1,1,0,4, -3),(—2,-2,0,2,1)).

Losung:
Esist ((3,1,4,-5),(2,2,—4,-3)) =7und ((—1,1,0,4,-3),(—2,-2,0,2,1)) = 5.

. Fiir welche A € R sind die Vektorenu = (2,1,3) und v = (1,7, A) orthogonal?

Losung:
Damit die beiden Vektoren orthogonal sind muss (u,v) = 0 sein. Daraus kénnen Sie eine
Gleichung fiir A aufstellen; es ist A = —3.

Weisen Sie die Gleichung ||x + y||> + ||x — y||*> = 2||x||> + 2||y||?> nach. Warum tragt sie die
Bezeichnung Parallelogrammgleichung?

Losung:
Die Aussage lasst sich durch Nachrechnen beweisen; Sie miissen einfach die Definition der
Norm durch das Skalarprodukt verwenden.

X 4y, x — y bilden die Diagonalen im von x, y aufgespannten Parallelogramm.

Weisen Sie nach, dass die Vektoren x,y € R" mit ||x + y|| = ||x — y|| orthogonal sind. Welche
geometrische Interpretation hat diese Aussage?

Losung:
Esist [x +y||?— |x—y||> =0 < 4 (x,y) = 0.

x 4+ y und x — y stellen die Diagonalen in einem Rechteck dar!

Bestimmen Sie fiir x = (3,2, —1), y = (2,6,7) die Vektoren x X y, x X (y —2x), (x X y) — 2y.

Losung:
x Xy =(20,-23,14),x x (y — 2x) = (20, —23,14) und (x x y) — 2y = (16, —35,0)

Bestimmen Sie einen Vektor, der auf (—6,4,2), (3,1,5) oder (—2,1,5), (3,0, —3) senkrecht
steht!

Losung:
Wenn Sie das Vektorprodukt bilden erhélt man einen zu den Argumenten orthogonalen Vek-
tor.

Fiir (—6,4,2) x (3,1,5) erhdlt man (18,36, —18);
fur (—=2,1,5) x (3,0, —3) das Ergebnis (—3,9, —3).

Vereinfachen Sie den Ausdruck (u+ v) X (u — v)!

Losung:
2vxu

Beweisen Sie, dass fiir den von den Vektoren x,y € R? eingeschlossenen Winkel tan (8) =

x>yl

Ty gilt!
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16.

17.

18.

Losung:
Im Buch finden Sie die Ausdriicke fiir Sinus und Kosinus von 0; wenn Sie diese dividieren
erhalten Sie das Ergebnis.

Bestimmen Sie die Fldche des Dreiecks mit den Eckpunkten (2,2,0),(—1,2,2) und (0,4, 3)!

Losung:
Mit Satz 9.14 folgt YZZ.

Beschreiben Sie die Schnittbildung zwischen drei Ebenen im R3! Welche Losungen erhalten
Sie fiir die Beispiele x; +x3 —1=0,x3—1=0,x —2=0und x; =0, x1 +x3 =0, x3 = 0?

Losung:
Sind die Ebenen in impliziter Darstellung gegeben, dann mdiissen alle Punkte im Schnitt der
drei Ebenen liegen. Ist a;x1 + b;x2 + cjx3 4 d; = 0 die implizite Darstellung der Ebene E;, dann
muss Q = (41,42, q3) aus dem Schnitt. drei lineare Gleichungen erfiillen:

a1q1 + b1q2 + c193 = —dy,

a2q1 + bago + c2g3 = —da,

asqq + baga + c3q3 = —ds.
Ob sich die drei Ebenen in einem Punkt schneiden, oder ob der Schnitt durch eine Gerade oder

Ebene gegeben ist kann jetzt am Losungsverhalten des linearen Gleichungssystems abgelesen
werden.

Fiir das Beispiel x1 +x3 —1 = 0, x3 —1 = 0, x; —2 = 0 ist das lineare Gleichungsystem

gegeben durch
1 0 1\ /¢ 1
00 1)([(g|=11].
01 0/ \g3 2

Mit Hilfe der Gauss-Elimination erhalten Sie eine eindeutige Losung. Das bedeutet, dass der
Punkt Q = (0,2, 1) der Schnittpunkt der Geraden ist.

Fiir das Beispiel x1 = 0, x1 + x3 = 0, x3 = 0 ist np = nj + n3, die Normalenvektoren sind
also komplanar. Bei der Losung des linearen Gleichungssystems kénnen Sie x, frei wihlen;
die drei Ebenen schneiden sich in der Gerade G(0, (0,1,0)).

Welchen Abstand haben die Geraden G1((0,0,0),(1,0,0)) und G»((3,4,1),(-2,1,-1))?

Losung:

Ob zwei gegebene Geraden windschief sind oder sich in einem Punkt schneiden kann mit
Hilfe des Spatprodukts entschieden werden. Das Spatprodukt der Vektoren (3,4,1), (1,0,0)
und (—2,1,—1) ist 5; also sind die Geraden windschief.

Die beiden Punkte X; € G, Xp € Gy kénnen durch ein lineares Gleichungssystem bestimmt
werden. Es ist X; = P; + A1vy, Xp = P, + Ayvy. Die Verbindung zwischen X; und X; muss
auf beiden Geraden senkrecht stehen, darauf erhilt man das lineare Gleichungssystem

(P1P3,v1) = Ag[|v1[|> — Az (v2,v1),
(P1Py,va) = A1 (v, v2) — Ag|[va[.
Fiir das Beispiel konkret
AL+ 27 = 3,
—2A—1—-6A; = —3.
Daraus ergibt sich die Losung Ay = 6, A, = 3 und X; = (6,0,0), X» = (6,

NjU1
~

NGt

~—
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19. Formulieren Sie die Gauf3-Elimination und die LU-Zerlegung aus Kapitel 5 mit Hilfe des eu-
klidischen Skalarprodukts. Schreiben Sie eine Funktion, die das Skalarprodukt realisiert, oder
verwenden Sie die BLaS, wenn sie Ihnen zur Verfiigung steht. Bauen Sie das euklidische Ska-
larprodukt in Ihre Implementierung der LU-Zerlegung ein!

Losung:
Die Riickwirtssubstitution war gegeben durch

n
xi:i bi_ Z Ak Xy ,i:n,n—l,...,l.
i k=i+1

Die darin auftretende Summe ist interpretierbar als Skalarprodukt im R~/ zwischem dem
entsprechenden Teil des Zeilenvektors und den bisher berechneten Losungskomponenten.

Die BLAS finden Sie beispielsweise auf www.netlib.org und als Teil des bereits verwendeten
Java-Pakets Ninja. Das Skalarprodukt ist realisiert als Blas.ddot. Die entsprechenden Aus-
schnitte der Vektoren und Matrizen kénnen Sie in Ninja durch die sect ion-Funktion angeben.
Dadurch ergibt sich der folgende Source-Code fiir die Riickwartssubstitution:

private static void backSubstitution (doubleArray2D A, doubleArraylD b)
{
// Riicksubstitution filir eine gegebene obere Dreiecksmatrix
// und eine rechte Seite. Das Ergebnis steht anschlieBend auf der
// lbergebenen rechten Seite!

// Verwendet die BLAS—-Routine ddot und die section-Klassenfunktionen
// von doubleArray2D und doubleArraylD

int i, Jj, n = b.size();

// Erstes Losungselement ohne Skalarprodukt
b.set (n-1, b.get (n-1) /A.get (n-1, n-1));

for (i=n-2; i>=0; i--) {
b.set (i, (b.get (1) - Blas.ddot (b.section (new Range (i+l,n-1)),
A.section (i, new Range(i+l,n-1))))/A.get(i,1));

}

Der Rest des Programms verlduft analog wie auf Seite 47.

Fiir die komplette LU-Zerlegung benétigen wir eine entsprechende Vorwértssubstitution und
die eigentliche Zerlegung durch die Gauf3-Elimination.

Zuerst zur Vorwartssubstitution. Dabei wird implizit eingebaut, dass die Diagonalelemente
der unteren Dreiecksmatrix nach erfolgter LU-Zerlegung alle 1 sind. Dann ist die Vorwérts-
substitution gegeben durch

i—1
X1 :b1,xi :bl’— Zaikxk,izz,...,n.
k=1

Die Summe entspricht einem Skalarprodukt zwischen der ersten i — 1 Elementen der i-ten
Zeile und den bisher berechneten i — 1 Elementen der Lésung. Dies kann wiederum durch
die Funktion Blas.ddot mit der section-Funktion realisiert werden:

// Vorwdrtssubstitution flir eine gegebene untere Dreiecksmatrix
// und eine rechte Seite. Das Ergebnis steht anschlieBend auf der
// libergebenen rechten Seite! Im Feld p steht eine eventuell

// durchgefiihrte Zeilenvertauschung.
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//

// Die Diagonale von A ist 1; diese Funktion gehdért zur LU-Zerlegung!

private static void forwardSubstitution (doubleArray2D A, doubleArraylD b,
intArraylD p)

int i, j, n = b.size();
double h;

// Zeilenvertauschung in der rechten Seite
for (i=0; i<n-1; 1i++) {
if (p.get(i) != 1) {
h = b.get (i);
b.set (i, b.get(p.get(i)));
b.set (p.get (i), h);

// Jetzt die Vorwdrts—-Substitution;
// das erste Element bleibt unverdndert,
// die Diagonalelemente sind alle 1!
for (i=1; i<n; i++) |
b.set(i,b.get (1) -
Blas.ddot (b.section (new Range (0,i-1)),
A.section (i,new Range (0,1-1))));

}

Nun zur LU-Zerlegung. Neben dem Skalarprodukt gibt es in der BLAS eine ganze Reihe von
Funktionen, die Sie sehr gewinnbringend einsetzen konnen. Und Sie kénnen erwarten, dass
diese Bibliothek hdufig in einer optimierten Form vorliegen.

Bei der Spaltenpivot-Wahl mit Scheinskalierung werden die Absolutbetrdge der Zeilenele-
mente der Matrix berechnet. Dazu gibt es in der BLAS die Funktion Blas.dasum. Damit
kénnen wir den Teil

summe = 0.0;
for (J=k; j<n; J++) {
summe += Math.abs (A.get (i, 3));
}
// Spaltenpivotsuche mit Scheinskalierung
g = Math.abs (A.get (i, k)) /summe;
if (g > max) {
max = q;
p.set(k, 1i);
}

durch die Zeile

// Spaltenpivotsuche mit Scheinskalierung
g = Math.abs(A.get (i,k))/Blas.dasum(A.section (i, new Range(k,n-1)));
if (g > max) {

max = qJ;

p.set(k, 1i);

ersetzen.

Die Blas-Bibliothek enthilt auch eine Funktion zum Vertauschen der Elemente zweier Vekto-
ren, Blas.dswap. Dann kann die Zeilenvertauschung in der Pivotsuche
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// Vertauschen der Zeilen, falls erforderlich
if (p.get(k) !'= k) {
for (3=0; Jj<n; Jj++) {
h = A.get (k, J);
A.set (k, j, A.get(p.get(k),3));
A.set (p.get (k), 3, h);

}

durch die Zeile
if (p.get (k) != k) {
Blas.dswap (A.section (k, new Range(0,n-1)),

A.section(p.get (k), new Range(0,n-1)));
}

ersetzt werden.
Im Eliminationsschritt finden Sie die Zeile
aipj

Apip;

Ajp = Ajk — Apik

Dies kann durch Blas. daxpy realisiert werden. Diese Funktion berechnet y = y + ax fiir zwei
Vektoren x und y. Statt

// Elimination
for (i=k+1; i<n; i++) {
A.set (i, k, A.get(i,k)/A.get (k,k));
for (j=k+1; j<n; J++)
A.set (i, j, A.get(i,]j)-A.get(i,k)*A.get(k,]));
}

kann man

// Elimination
for (i=k+1; i<n; i++) {
A.set (i, k, A.get(i,k)/A.get(k,k));
Blas.daxpy (-A.get (i,k),A.section (k, new Range(k+1l, n-1)),
A. section (i, new Range (k+1, n-1)));

}

verwenden.



Kapitel 10

Vektorraume

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.
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16.
17.
18.
19.

Was ist ein allgemeiner Vektorraum?

. Was ist ein Unterraum?

. Erldutern Sie den Begriff der Linearkombination!

. Was ist ein Spann von Vektoren?

. Wann sind Vektoren linear unabhangig bzw. abhidngig?
. Erldutern Sie den Begriff der Basis!

. Was versteht man unter Basis-Koordinaten?

. Was ist ein Koordinatenvektor?

. Erldutern Sie den Begriff der Dimension!

. Was ist eine Basistransformation?

. Wie kann die Basistransformationsmatrix gebildet werden?
. Was ist ein Zeilenraum einer Matrix?

. Was ist ein Spaltenraum einer Matrix?

. Was ist der Nullraum einer Matrix?

. Wie kann die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe des Rangbegriffs be-

schrieben werden?

Wie kann die allgemeine Losung eines linearen Gleichungssystems beschrieben werden?
Was ist ein Skalarprodukt?

Was ist eine Norm?

Wie kann mit Hilfe des Skalarprodukts eine Norm und ein Abstandsbegriff definiert werden?
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20.
21.
22.
23.
24.
25.

Was ist eine Orthonormalbasis?

Wie konnen die Basiskooeffizienten beziiglich einer Orthonormalbasis bestimmt werden?
Hat jeder n-dimensionaler Vektorraum eine Orthonormalbasis?

Erldutern Sie die QR-Zerlegung einer m x n-Matrix!

Was ist eine Householder-Transformation?

Wie kann mit Hilfe von Householder-Transformationen eine QR-Zerlegung berechnet wer-
den?

Methodenfragen

1.

b

Y ® N o @

10.

11.
12.
13.
14.

Fiir eine Menge, einer Addition und einer skalaren Multiplikation die Vektorraum-Gesetze
nachrechnen kénnen.

Uberpriifen konnen, ob eine Teilmenge eines Vektorraums ein Unterraum ist.

. Gegebene Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit tiberpriifen konnen.

Die Basiskoordinaten eines Elements eines gegebenen Spanns von Basisvektoren berechnen
konnen.

Die Dimension eines Spanns bestimmen koénnen.

Die Basistransformationsmatrix zwischen zwei Unterrdumen aufstellen konnen.
Spalten-, Zeilen- und Nullraum einer gegebenen Matrix bestimmen koénnen.
Eine Basis fiir einen gegebenen Spann bestimmen kénnen.

Die Basis des Nullraums einer Matrix bestimmen kdnnen.

Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum eine Orthonormalbasis mit Hilfe des Gram-Schmidt-
Verfahrens bestimmen konnen.

Die QR-Zerlegung einer Matrix mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens bestimmen konnen.
Die lineare Ausgleichsrechnung mit Hilfe der QR-Zerlegung 16sen konnen.
Fiir einen gegebenen Vektor die Householder-Transformation bilden und anwenden konnen.

Die QR-Zerlegung mit Hilfe von Householder-Transformationen anwenden und implemen-
tieren kénnen.

Ubungsaufgaben

1.

Weisen Sie die Giiltigkeit der Vektorraumaxiome fiir F[0; 1] nach!

Losung:
Die Vektorraumgesetze folgen aus den Eigenschaften der Arithmetik der reellen Zahlen und
der punktweisen Definition der Vektorraum-Operationen.

Ist die Menge V = {(x,y) € R?} mit (x,y) + (¥, y") = (x +x", y +v'), A(x,y) = (2Ax,2Ay)

ein Vektorraum?

Losung:
Nein, denn weder (An)(x,y) = A(u(x, y)) noch 1(x, y) = (x, y) sind erfillt!
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3. Ist die Menge {f € F[0;1] | f(1) = 0} mit den aus F[0; 1] iibernommenen Operationen ein
Vektorraum?

Losung:

Diese Menge ist ein Vektorraum. Einerseits ist sie ein Unterraum der F[0; 1]. Man kann auch
einfach nachweisen, dass die Addition abgeschlossen ist, die skalare Multiplikation auch und
die Giiltigkeit der Vektorraumgesetze nachrechnen.

4. Welche der folgenden Teilmengen von P5[0; 1] sind Unterrdume: U; = {p € P3[0;1] | ap = 0},
U, = {P € P3[0,-1} \ ag+a1+ax +az = ()}?

Losung:

Beides sind Unterrdaume. Das Nullpolynom ist in beiden enthalten; und die beiden Vektor-
raumoperationen sind abgeschlossen.

Fiir zwei Polynome mit ag = by = 0 hat auch die Summe das konstante Element 0.

Sind p und q zwei Polynome mit p(x) = a3x® + apx? + a;x + ap und q(x) = b3x® + byx? +
bix +bo mitaz +ap +a; +a9 = 0 = bz + by + by + by, dann ist auch (p + ¢)(x) in dieser Men-
gen, denn (a3 + bg) + (612 + bz) + (Lll + b]) + (ﬂo + bo) = (Ll3 +ax+aq +a0) + (bg +by+ b1+
by) = 0. Analog konnen Sie die Abgeschlossenheit der skalaren Multiplikation nachweisen.

5. Sind die Vektoren (0,3,1,—1)7, (6,0,5,1)7, (4,-7,1,3)T € R* linear unabhéngig?

Losung:

Nein. Wenn Sie die drei Vektoren in einer 3 x 4-Matrix schreiben und Gauf-Elimination
durchfiihren, dann erhalten Sie die eine Matrix vom Rang 2. Dann kénnen die Vektoren aber
nicht unabhéngig sein!

Beispielsweise erhélt man aus

4 -7 1 3
0 3 1 -1
6 0 5 1

durch Gauf3-Elimination

PR
O O =
OU)I
N
o= -
)
—_
~_

6. x3 sei ein Vektor eines Vektorraums, der nicht in [x1, X;] liegt. Zeigen Sie, dass x1, X, x3 linear
unabhéngig sind!

Losung:
Angenommen, die Vektoren wiren linear abhéngig. Dann konnten Sie x3 als Linearkombina-
tion darstellen, ein Widerspruch. Denn dann wiirde x3 ja im Spann von x; und x; liegen!

7. Welche der Unterrdaume U = [(i),(l%)},llz = [(E), <3§)} und Uz = Kl%) (%)

sind gleich?

Losung:

Die Basis der drei Spanne kann durch Gauss-Elimination bestimmt werden. Schreiben Sie
wie im Buch auf Seite 255 angegeben die gegebenen Vektoren als Spaltenvektoren in einer
Matrix und fiihren elementare Zeilenumformungen durch. Dann kénnen Sie die Basen der
drei Unterrdume ablesen.
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10.

11.

Fiir U; und U, erhalten Sie die Basen {ey, e, }, fiir U3 erhélt man die Zeilenstufenform

1 0 =5
00 2],
00 O

dann ist {ej, e} auch eine Basis von Us. Dann stimmen aber alle drei Unterrdume iiberein!

. Fiir welche Werte von a € R sind die Vektoren (0,1,2)" und (1,4,0)" linear abhangig?

Losung:
Wenn Sie die beiden Vektoren als Spalten vektoren einer 4 x 2-Matrix schreiben und Gauss-
Elimination durchfiihren erhalten Sie die Matrix

1 0
01
00

Diese hdngt nicht mehr von 4 ab, also sind die Vektoren fiir alle # € R linear unabhingig!

. Welche Dimension hat der Unterraum [py, p1, p2, p3] C P3 mit po(x) =1, p1(x) = x, p2(x) =

$(3x2 — 1), p3(x) = $(5x® — 3x)?

Losung:
Sie konnen die Basiskoeffizienten der vier Polynome beziiglich der Monom-Basis {1, x, xZ, x3}
ablesen und als Spaltenvektoren in einer Matrix schreiben:

10 -4 o0
o1 0 -3
00 3 o0
00 0 3

Diese Matrix wird durch elementare Zeilenumformungen auf I4 tiberfiihrt. Dann sind die vier
Polynome aber linear unabhéngig, der Unterraum hat die Dimension 4.

Bestimmen Sie die Basistransformationsmatrix P fiir B = {(1,1)",(2,1)"} und B’ = {e}, e;}
und die Koordinaten des Vektors z = (-3, 5)T beztiglich B!

Losung:
Esiste; = — (L, 1)T 4+ (2,1)T und e, = 2(1,1)T — (2,1)7, also lautet die Basistransformati-

onsmatrix
-1 2
(3 2)

Als Koordinaten des Vektors z = (—3, 5)T (angegeben beztiglich den kanonischen Einheits-
vektoren) erhalten Sie durch Pz das Ergebnis (13, —8)".

Die kubischen Bernsteinpolynome sind definiert durch By(x) = (1 — x)3, By (x) = 3x(1 — x)?,
By(x) = 3x%(1 — x) und B3(x) = x3. Weisen Sie nach, dass diese Polynome eine Basis von
P3[0; 1] sind und bestimmen Sie die Basistransformationsmatrix fiir den Ubergang zur Mo-
nombasis und zur Basis {Hj, H, H3, H3} der Hermite-Polynome!

Losung:
Wenn Sie die Definition der Bernstein-Polynome ausmultiplizieren und sdie so ablesbaren Ba-
siskoeffizienten beziiglich der Monom-Basis {1, x, x2, %8 } als Spaltenvektoren ein eine Matrix
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12.

13.

schreiben, erhalten Sie die untere Dreiecksmatrix

1 0 0 0
-3 3 0 O
3 -6 3 0
-1 3 =31

Dann sind die vier Bernstein-Polynome aber linear unabhéangig.

Durch Nachrechnen kénnen Sie tiberpriifen, dass die folgenden Gleichungen gelten:
Bo(x) + B1(x) + B2(x) + B3 (x) = 1,

3B1(x) + 2Ba(x) + Ba(x) =,

%Bz(x) + Bs(x) = x2.

Dann konnen Sie (es ist B3(x) = x%) die Basistransformationsmatrix zwischen Bernstein- und
Monombasis ablesen:

_ = =

0
0
0

7

—WINWIR O
—_Wm, O O

1 1

Zwischen Hermite und Bernstein konnen Sie das analog durchfiihren, oder die Inverse der
Basistransformation zwischen Hermite- und Monombasis verwenden und die beiden Matri-
zen multiplizieren. Man erhilt die Matrix

= N Qi =
N Olol— O
W= O O
—_ O O O

B und B’ seien Basen eines Vektorraums, P und Q die beiden Basistransformationsmatrizen.
Weisen Sie nach, dass PQ = QP = [ erfiillt ist!

Losung:
B = {xq,...,xs} und B’ = {y1,...,yx} seinen die Basis des n-dimensionalen Vektorraums
U. Dann gilt mit den Basistransformationsmatrizen P und Q und jeden Vektor u € U fiir die
Koordinatenvektoren

up = PuB/,uB/ = QuB.

Angenommen, es gilt QP # I,. Dann muss es mindestens einen Vektor v € V geben mit
QPv # v.
Sind vp und vy die entsprechenden Koordinatenvektoren dieses Vektors, dann gilt aber

vg = Qvg = QPvy;

ein Widerspruch. Analog kann PQ = I, nachgewiesen werden.

. . . 164 1 . L .
Losen Sie das lineare Gleichungssystem < 21 % 51> X = ((1)) und bestimmen Sie eine Basis

des Nullraums der Koeffizientenmatrix!

Losung:

Die erweitere Koeffizientenmatrix kann durch Gauf3-Elimination auf die Form
1 6 4 1
0 -8 -9 -1
0 0 0 0
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14.

15.

16.

17.

gebracht werden. Das System ist nicht eindeutig l6sbar. Man kann x3 = A setzen und erhélt
danach durch Riicksubstitution die allgemeine Losung x; = (1 + 11A) und x; = %(1 —9A).

Fiir A = 0 erhidlt man die spezielle Losung

11 \*
Xs—(4,8,0> .

Eine Basis des Nullraums kann jetzt abgelesen werden, denn es gilt x = x; + x; mit Losung
des homogenen Gleichungssystems mit der gleichen Koeffizientenmatrix. Dann ist

NR(A) = [(2,—2,1)T.

Welche der beiden Matrizen ist orthogonal: (}?), <

or o
SOS
N N

1
0
0

>?

Die zweite Matrix hat zwar Spaltenvektoren, die alle Lange 1 besitzen. Aber das Skalarpro-
dukt zwischen zweiter und dritter Spalte ist nicht 0, sondern 1+/2. Also liegt kein Orthonor-
malsystem vor!

Nl N

Losung:
Die Einheitsmatrix ist orthogonal.

Zeigen Sie, dass fiir eine Matrix A mit linear unabhédngigen Spaltenvektoren und einer rechten
Seite b, die orthogonal zum Spaltenraum von A ist, x = 0 die Ausgleichslosung von Ax = b
ist.

Losung:
Fiir A existiert die QR-Zerlegung. Da b orthogonal zum Spaltenraum ist, gilt Q”b = 0, denn
die rechte Seite steht auf allen Spalten von Q senktrecht.

R ist eine invertierbar Matrix, also hat das lineare Gleichungssystem Rx = Qb = 0 nur die
triviale Losung.

Berechnen Sie die Ausgleichslosung von Ax = b mit A = ( i > ,b = ( (7)7 )

Losung:
Q und R konnen durch die Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens auf die Spalten von
berechnet werden.

Man erhilt

2
— sTV42

3V3 VA /3 23
Q=( g 41242>,R:(0 ;3/@)‘

[SSIEIeS T

T
Esist Qb = (%4 V4, %\/ 42 — 42) und die Losung von Rx = Qb ergibt sich als

1\T
X = (5,2> .

10

WIN

Berechnen Sie die QR-Zerlegung der Matrix A = ( 13 ) mit Hilfe von Householder-Transformationen

17
und 16sen Sie damit das lineare Ausgleichsproblem mit der rechten Seite b = (1,2,6,4).
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18.

Losung:
Fiir den ersten Spaltenvektor a; = (1,1,1,1)T ist u; = (%, %, %, %)T Dann ist

-2 =7
0

PA=| 4

T
Im nédchsten Schritt wird der Spaltenvektor (%, %, %) auf den ersten kanonischen Einheits-

T
vektor im R3 gedreht, mit up; = (%, %, %) . Es ergibt sich dann
2 -7
0 -5
A= 0 0
0 0

Im unteren Teil von A kann die Information tiber u; und u, abgelegt werden. Es fehlt zwar
ein Speicherplatz, aber die beiden Vektoren kénnen ja so abgelegt werden, dass durch eine
Skalierung die erste Koordinate immer 1 ist. Dann ergibt sich nach Ablauf des Algorithmus

2 7
1
1 5
PRA=|1 5
1 H
3 17

Auch QTb hitte man gleich berechnen konnen, durch P,Pjv = (—12—3, %, %, —35—4)T. Dann
ergibt sich das lineare Gleichungssystem

(@ Y-
()

Implementieren Sie die QR-Zerlegung mit Householder-Transformationen in der Program-
miersprache Threr Wahl und losen Sie damit das Ausgleichsproblem aus den Aufgaben 16
und 17!

und die Losung

Losung:

Auch bei der QR-Zerlegung kann eine Pivot-Suche eingesetzt werden, um die Stabilitdt zu
erhohen. Hier werden Spalten vertauscht, um sicherzustellen, dass die euklidische Norm der
jeweils ersten Spalte der restlichen Matrix maximal wird. Dann bricht der Algorithmus erst
dann zusammen, wenn die restliche Matrix wirklich (numerisch) die Nullmatrix ist.

Diese Spaltenpivotsuche entspricht einer Umnummerierung der Variablen, also hat man mit
der Permutationsmatrix P eine Zerlegung der Form

QRP = A

berechnet.

Bei der Auflosung des linearen Ausgleichsproblems wird die QR-Zerlegung mit Spaltenpivo-
tsuche durchgefiihrt. AnschlieBend wird auf die rechte Seite b QT angewandt und das gestaf-
felte System Rx = QTb berechnet. AbschlieSend muss die Spaltenvertauschung riickgangig
gemacht werden mit P~ 1x.
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/!

* L6sung der Aufgabe 18, Kapitel 10.

*/
impo
publ

pu

*

*

private static void QTb (doubleArray2D A, doubleArraylD diag,
doubleArraylD x, doubleArraylD y)

rt com.ibm.math.array.x*; // Ninja Klassen importieren

ic class grtest {

blic static void main (String[] args) {
int i, m = 4, n=3;
double tol = 0.000001;

doubleArraylD b = new doubleArraylD (m) ;
doubleArraylD x = new doubleArraylD(n);
doubleArraylD diag = new doubleArraylD (m);
doubleArray2D A = new doubleArray2D (m,n);
intArraylD p = new intArraylD (n);

initArrays(m, n, A, b);

// Die QR-Zerlegung durchfiihren
QRzerlegung (A, diag, p);

// Berechnung der L&sung des Ausgleichsproblems
ORsol (A, diag, p, b, x);

System.out .println ("\nDie berechnete L&sung x");
for (i=0; i<n; 1i++)

System.out.println("x[" + 1 + "] = "+x.get(1));

if (validate (x))

System.out.println ("\nDie Probe war erfolgreich!");

else

System.out.println ("\nDie Probe hat nicht gepasst!");

!

Anwendung von QT auf einen gegebenen Vektor als Teil der
Aufldsung eines linearen Ausgleichsproblems mit Hilfe
der QR-Zerlegung. Die Funktion QRzerlegung muss vorher aufgerufen
werden!

/

int i, j, m = A.size(0), n = A.size(l);
double gamma, summe;

// Kopieren von x auf y, x wird nicht veraendert!
Blas.dcopy (x,V);

// Householder-Transformationen anwenden
for (j=0; j<n; Jj++) |
summe = 0.0;
for (i=3j; i<m; i++)
summe += A.get (i, j)xy.get (1);
gamma = summe/ (diag.get (J)*A.get (3, ]));
for (i=3j; i<m; i++)
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y.set (i, y.get (i)+gammaxA.get (i, 3));

—

*

* Auflbsungsfunktion fiir ein lineares liberbestimmtes

* Asugleichsproblem, nach Durchfiihrung der QR-Zerlegung

* mit der Funktion Qrzerlegung. Auf A steht das Ergebnis der

* Zerlegung; die Diagonale von R ist auf dem Vektor diag

* gespeichert. p enthdlt die durchgefiihrten Spaltenvertauschungen,

* b die rechte Seite und x die berechnete Ld&sung.

*/

private static void QRsol (doubleArray2D A, doubleArraylD diag,
intArraylD p, doubleArraylD Db,
doubleArraylD x)

int i, j, m = A.size(0), n = A.size(l);
double summe;
doubleArraylD work = new doubleArraylD (m);

// Q°T auf die rechte Seite anwenden mit der Funktion QTb
QTb (A, diag, b, work);

// Auflésen von Rx = Q°T b
work.set (n, work.get (n)/diag.get (n));
for (i=n-1; i>=0; i--) {
summe = 0.0;
for (j=i+1; J<n; J++)
summe += A.get (i, j) *work.get (Jj);
work.set (i, (work.get (i)-summe)/diag.get (i));

// Pivotsuche rilickgdngig machen durch Rilcknummerierung
// der berechneten Lésung
for (i=0; i<n; i++)

x.set (p.get (i), work.get (i));

/!
* QR-Zerlegung der Matrix A mit Householder—-Transformationen.
* JZur besseren Stabilitaet ist die Pivotwahl nach Businger-—
* Golub (vgl. Wilkinson/Reinsch: Linear Algebra) eingebaut.
*
* Die Matrix A enthaelt nach Durchlauf der Routine oberhalb
* der Diagonale die Matrix R mit A=QR. Die Diagonale von R
* steht im Vektor diag. Dadurch kann auf der Diagonale von A
* und darunter die Information ueber die orthogonale Matrix Q
* abgelegt werden. Der Vektor p enthaelt Information iliber
* die Permutation der Zeilen.
*/

private static void QRzerlegung (doubleArray2D A, doubleArraylD diag,
intArraylD p)

int i, Jj, k, tausch, m = A.size(0), n = A.size(l);
double g, s, h, sigma, summe, grkk, alphak, beta;
doubleArraylD work = new doubleArraylD (n);

// Den Permutationsvektor initialisieren und die Spaltensummen
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Die Funktion initArrays besetzt die rechte Seite und die 4 x 3-Matrix A als

1 2 4 17
1 4 16 57
A= 1 6 36 b= 121
1 8 64 209

Die lineare Ausgleichslosung dafiir ist der Vektor x = (1,2, 3)T. Die Ausgabe des Java-Pro-
gramms ist:
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x[0] 1.0000000000000282
x[1] 1.9999999999999976
x[2] = 3.0000000000000004

Die Losungen fiir die Aufgaben 16 und 17 werden mit dieser Implementierung auch repro-
duziert; dazu kann man die Funktion initArrays und validate entsprechend verdndern:

private static void initArrayslé6 (doubleArray2D A, doubleArraylD b) {
int i, j, m = A.size(0), n = A.size(l);

b.set (0, 7.0);
b.set (1, 0.0);
b.set (2, -7.0);

A.set (0,0, 1.0); A.set (1,0, -1.0); A.set (2,0, -1.0);
A.set (0,1, 1.0); A.set(1,1,1.0); A.set(2,1,2.0);

private static void initArraysl7 (doubleArray2D A, doubleArraylD b) {
int i, j, m = A.size(0), n = A.size(l);
double hl = Math.sqgrt(3.0), h2 = Math.sqgrt (42.0);

b.set (0, 1.0);
b.set (1, 2.0);
b.set (2, 6.0);
b.set (3, 4.0);

for (i=0; i<m; i++) A.set(1,0,1.0);
A.set(0,1,0.0); A.set(1,1,3.0); A.set(2,1,4.0); A.set(3,1,7.0);
}

private static boolean validatel6 (doubleArraylD x) {
// Probe der berechneten L&sung
boolean ok = true;
double eps = 1le-09, error;

error = Math.abs(x.get (0)-5.0);
if (error > eps) {
ok = false;
}
error = Math.abs(x.get(1)-0.5);
if (error > eps) {
ok = false;
}
return ok;

}

private static boolean validatel7 (doubleArraylD x) {
// Probe der berechneten LOsung
boolean ok = true;
double eps = 1e-09, error;

error = Math.abs(x.get (0)-1.5);
if (error > eps) {

ok = false;
}
error = Math.abs(x.get (1)-0.5);
if (error > eps) {

ok = false;
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}

return ok;

}

19. Berechnen Sie die Ausgleichsgerade zur Tabelle 10.1 mit Ihrer Implementierung aus Aufgabe
18!

Tabelle 10.1: Die Messwerte zu Aufgabe 19

150 150 150 200 200 200 250 250 250 300 300 300
77,4 76,7 78,2 84,1 84,5 83,7 88,9 89,2 89,7 94,2 94,7 95,9

Losung:

Die Losung aus Aufgabe 18 wurde leicht verdndert. Denkbar wére auch, aus dem Quelltext
eine Package zu machen und die Messdaten beispielsweise einzulesen. Mit den gegebenen
Messwerten wird die Matrix in initArrays besetzt. Bei der Berechnung der Ausgleichsge-
rade benoétigt man eine m x 2 Matrix und eine rechte Seite b € R™, wenn m die Anzahl der
Messwerte ist. Die erste Spalte der Matrix A ist 1.0, die zweite Spalte besteht aus den gemes-
senen x-Werten. Die y-Werte bilden die rechte Seite b. Wendet man die QR-Zerlegung aus
Aufgabe 18 auf dieses Ausgleichsproblem an, dann erhilt man

Die berechnete L&sung x
x[0] = 60.48333333333308
x[1] = 0.11533333333333454

Die erste Komponente der Losung ist der Nulldurchgang, die zweite die Steigung der Aus-
gleichsgerade. Also lautet die Ausgleichsgerade f(x) = 0,115 333x + 60, 4833.

| | | | >
T T T T

150 200 250 300

Abbildung 10.1: Die Messwerte und die berechnete Ausgleichsgerade fiir Aufgabe 19

Hier der Quelltext:

import com.ibm.math.array.x; // Ninja Klassen importieren
public class regressgerade {

public static void main(String[] args) {
int i, m=12, n=2;

doubleArraylD xwerte = getXValues (m) ;
doubleArraylD ywerte = getYValues (m);

doubleArraylD x = regress (xwerte, ywerte);

System.out .println ("\nDie berechnete L&sung x");
for (i=0; i<n; 1i++)
System.out.println ("x[" + i + "] = "+x.get (i));
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/x!
* Zusammenfassen der Besetzung der Felder und der Lésung des
* linearen Ausgleichproblems
*/
private static doubleArraylD regress (doubleArraylD xwerte,
doubleArraylD ywerte) {
int m = xwerte.size (), n=2;

doubleArray2D A = new doubleArray2D (m,n);
doubleArraylD b new doubleArraylD (m) ;

initArrays (xwerte, ywerte, A, b);
return QR (A, Db);
/x!

* Zusammenfassung der QR-Zerlegung und der Auflésung zu einem
* Funktionsaufruf.

*/
private static doubleArraylD QR (doubleArray2D A, doubleArraylD Db)
int m = A.size(0), n = A.size(1l);

doubleArraylD x = new doubleArraylD(n);
doubleArraylD diag = new doubleArraylD (m) ;
intArraylD p = new intArraylD (n);

// Die QR-Zerlegung durchfiihren
QRzerlegung (A, diag, p);

// Berechnung der L&sung des Ausgleichsproblems
ORsol (A, diag, p, b, x);

return Xx;

}

/!
* Anwendung von QT auf einen gegebenen Vektor als Teil der
* Auflbsung eines linearen Ausgleichsproblems mit Hilfe

* der QR-Zerlegung. Die Funktion QRzerlegung muss vorher aufgerufen

* werden!
*/
private static void QTb (doubleArray2D A, doubleArraylD diag,
doubleArraylD x, doubleArraylD y)

int i, j, m = A.size(0), n = A.size(l);
double gamma, summe;

// Kopieren von x auf y, x wird nicht veraendert!
Blas.dcopy (x,V);

// Householder-Transformationen anwenden
for (j=0; j<n; Jj++) |
summe = 0.0;
for (i=3j; i<m; i++)
summe += A.get (i, j)xy.get (1);
gamma = summe/ (diag.get (J)*A.get (3, ]));
for (i=3j; i<m; i++)
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y.set (i, y.get (i)+gammaxA.get (i, 3));

—

*

* Auflbsungsfunktion fiir ein lineares liberbestimmtes

* Asugleichsproblem, nach Durchfiihrung der QR-Zerlegung

* mit der Funktion Qrzerlegung. Auf A steht das Ergebnis der

* Zerlegung; die Diagonale von R ist auf dem Vektor diag

* gespeichert. p enthdlt die durchgefiihrten Spaltenvertauschungen,

* b die rechte Seite und x die berechnete Ld&sung.

*/

private static void QRsol (doubleArray2D A, doubleArraylD diag,
intArraylD p, doubleArraylD Db,
doubleArraylD x)

int i, j, m = A.size(0), n = A.size(l);
double summe;
doubleArraylD work = new doubleArraylD (m);

// Q°T auf die rechte Seite anwenden mit der Funktion QTb
QTb (A, diag, b, work);

// Auflésen von Rx = Q°T b
work.set (n, work.get (n)/diag.get (n));
for (i=n-1; i>=0; i--) {
summe = 0.0;
for (j=i+1; J<n; J++)
summe += A.get (i, j) *work.get (Jj);
work.set (i, (work.get (i)-summe)/diag.get (i));

// Pivotsuche rilickgdngig machen durch Rilcknummerierung
// der berechneten Lésung
for (i=0; i<n; i++)

x.set (p.get (i), work.get (i));

/!
* QR-Zerlegung der Matrix A mit Householder—-Transformationen.
* JZur besseren Stabilitaet ist die Pivotwahl nach Businger-—
* Golub (vgl. Wilkinson/Reinsch: Linear Algebra) eingebaut.
*
* Die Matrix A enthaelt nach Durchlauf der Routine oberhalb
* der Diagonale die Matrix R mit A=QR. Die Diagonale von R
* steht im Vektor diag. Dadurch kann auf der Diagonale von A
* und darunter die Information ueber die orthogonale Matrix Q
* abgelegt werden. Der Vektor p enthaelt Information iliber
* die Permutation der Zeilen.
*/

private static void QRzerlegung (doubleArray2D A, doubleArraylD diag,
intArraylD p)

int i, Jj, k, tausch, m = A.size(0), n = A.size(l);
double g, s, h, sigma, summe, grkk, alphak, beta;
doubleArraylD work = new doubleArraylD (n);

// Den Permutationsvektor initialisieren und die Spaltensummen
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y.set (9, 94.2);
y.set (10, 94.7);
y.set (11, 95.9)

’

return y;

20. Fiir exakte Eingangsgrofien x; wurden die Ausgangsgrofien y; wie in Tabelle 10.2 beobachtet.
Als Ansatz flir den Ausgleich wird f(x) = a1135 + a2 (1 —e™¥) verwendet. Stellen Sie die
Matrix A und die rechte Seite b auf und losen Sie das lineare Ausgleichsproblem durch eine
QR-Zerlegung!

Tabelle 10.2: Die Messwerte zu Aufgabe 20

x (02 05 1,0 1,5 20 3,0
yi| 03 05 08 1,0 1,2 1,3

Losung:

Der Unterschied zur Berechnung der Ausgleichsgerade besteht in der Besetzung der Ma-
trix A fiir das Ausgleichsproblem. Die rechte Seite b enthilt wieder die gemessenen y-Werte.
Wiirden alle Messwerte auf der angegebenen Funktion mit den Koeffizienten a; und a; lie-
gen, dann gilt fiir den k-ten Messwert

Xk
114—xk

+ap(1—e ) = yp.

Also ist der Vektor x = (a1, az)T, die erste Spalte der Matrix A besteht aus den Werten p’i—kxk,

1 < k < m, die zweite Spalte aus 1 — e~ ", 1 < k < m. Wendet man die QR-Zerlegung aus
Aufgabe 18 auf dieses Ausgleichsproblem an, dann erhalt man

Die berechnete L&sung x
x[0] = 0.38244529084477336
x[1] 1.0391925936468365

x[0] entspricht a1, die zweite Komponente a;. Die berechnete Ausgleichslosung ist die Funk-
tion f(x) = 0,38244535 + 1,039 19(1 — e~¥). In Abbildung 10.2 ist sie mit den Messwerten
dargestellt.

Der Quelltext unterscheidet sich von der Losung zu Aufgabe 19 nur durch die Besetzung der
Felder, und dass die beiden Funktionen implementiert wurden. Wenn Sie darin fiir basisl
die konstante Funktion f(x) = 1 und fiir basis2 die Funktion f(x) = x setzen, dann erhalten
Sie die Losung aus Aufgabe 19 zurtick. Hier die Implementierung:

private static void initArrays (doubleArraylD xwerte, doubleArraylD ywerte,
doubleArray2D A, doubleArraylD b) {

// Besetzung der Matrix und der rechten Seite filir die libergegenen
// Messwerte (x_1i, y_ 1)

int i, m = A.size(0);

Range spalten = new Range (0, m-1);

b.assign (ywerte) ;

for (i=0; i<m; i++) {
A.set (i,0,basisl (xwerte.get (1)));
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1 2 3
Abbildung 10.2: Die Messwerte und die berechnete Ausgleichsfunktion fiir Aufgabe 20



Kapitel 11

Lineare Abbildungen

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

O 0 N O 01 s~ W

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Was ist eine lineare Abbildung?

. Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Unterrdumen, linearer Unabhéngigkeit und li-

nearen Abbildungen!

. Was ist der Rang einer linearen Abbildung?

. Wann ist eine lineare Abbildung injektiv?

. Wann sind zwei Vektorrdume isomorph?

. Ist die Verkettung von linearen Abbildung linear?

. Wie lautet die Inverse der Verkettung zweier linearer Abbildungen?

. Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Basisvektoren und linearen Abbildungen!

. Wie kann die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung aufgestellt werden?

Was ist ein affiner Raum?

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Vektorrdumen und affinen Rdumen!

Was ist eine affine Kombination?

Ist die Summe zweier Punkte in einem affinen Raum unabhéingig vom Koordinatensystem?
Was versteht man unter baryzentrischen Koordinaten?

Wann ist eine Abbildung affin?

Wie kann eine affine Abbildung mit Hilfe einer Matrix dargestellt werden?

Nennen Sie Beispiele von affinen Abbildungen!

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen linearen und affinen Abbildungen!

Wie lautet die lineare Abbildung, die zu einer gegebenen invertierbaren affinen Abbildung
im A3 Vektoren abbildet?
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20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.

Ist die Verkettung affiner Abbildung kommutativ?

Wann ist eine quadratische Matrix diagonalisierbar?

Wann ist eine quadratische Matrix durch eine orthogonale Matrix diagonalisierbar?
Welche Eigenschaft besitzen die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix?

Wie lautet die Singuldrwertzerlegung einer rechteckigen Matrix?

Was ist eine quadratische Form?

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen quadratischen Formen und Kegelschnitten!

Wie kann mit Hilfe einer quadratischen Form entschieden werden, welche Form der zu-
gehorige Kegelschnitt besitzt?

Was versteht man unter einer Hauptachsentransformation?

Methodenfragen

1.

¥ ® N ok DN

e e e =
@ N RO

14.
15.
16.
17.
18.

Uberpriifen kénnen, ob eine gegebene Abbildung linear ist.

Den Rang einer linearen Abbildung bestimmen kénnen.

Den Kern einer linearen Abbildung bestimmen kénnen.

Entscheiden konnen, ob eine lineare Abbildung injektiv oder surjektiv ist.
Eine lineare Abbildung invertieren konnen.

Die Inverse einer Verkettung zweier linearer Abbildungen bilden kénnen.

Die Matrixdarstellung einer gegebenen linearen Abbildung aufstellen konnen!
Mit Punkten und Vektoren in affinen Rdumen arbeiten kénnen.
Konvexkombinationen und affine Kombinationen bilden kénnen.

Mit homogenen Koordinaten formal umgehen kénnen.

. Affine Abbildungen mit homogenen Koordinaten und Matrizen anwenden kénnen.
. Die Verkettung affiner Abbildungen bilden kénnen.

. Die Verkettung affiner Abbildungen von rechts nach links lesen und anschaulich interpretie-

ren kénnen.

Eine Matrix diagonalisieren konnen.

Eine symmetrische Matrix diagonalisieren konnen.

Die Singuldrwertzerlegung einer rechteckigen Matrix bestimmen kénnen.
Die quadratische Form eines Kegelschnitts aufstellen konnen.

Hauptachsentransformationen fiir Kegelschnitte durchfiihren konnen.
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Ubungsaufgaben
1. Ist die Abbildung T : R? — R2 mit T(x1,x) = (x1 + 2x2,3x1 — x2)7 linear?
Losung:
Sind (x1,x2), (y1,y2) zwei Vektoren, dann gilt T((x1,x2) + (y1,y2)) = ((x1 +y1) +2(x2 +

Y2),3(x1 +y1) — (x2 + y2)). Dies stimmt mit T(xq, x2) + T(y1, y2) tiberein. Analog kénnen
Sie AT (x1,x2) = T(Ax1, Axp) nachweisen.

1 2
(0 2)
2. Sind die Abbildungen T : U — R mit T(x) = [|x|| und K : R3 — R3 mit Kx = x x xo mit
einem festen Vektor xy € R linear?

Die Matrixdarstellung ist

Losung:
T ist nicht linear; sonst miisste fiir eine Norm in der Dreiecksungleichung immer ||x + y|| =
Ix]| + ||y |l gelten. Das ist aber nicht der Fall.

K ist linear, das folgt aus den Eigenschaften des Vektorprodukts.

3. B = {x,x2,x3} = {(1,2,1)7,(2,9,0)",(3,3,4)"} ist eine Basis des R?. Stellen Sie eine Ma-
trixdarstellung fiir die lineare Abbildung F : R3 — R? mit

= (@)= (3) o= )

auf, falls in R? die kanonischen Basisvektoren als Basis verwendet werden!

Losung:
Sie erinnern sich, die Bilder der Basis sind die Spaltenvektoren der darstellenden Matrix:

1 -1 0
A‘(o 1 1)'

4. Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der Abbildung F : R?> — R3 mit F(e;) = (1,2,1)7,
F(es) = (1,0, —2)T beziiglich der kanonischen Basen in R? und R3! Bestimmen Sie die Ma-

trixdarstellung der gleichen Abbildung zu den Basen B, = {(1,1)7, (1,2)"}, Bs = {(0,1,1)7,
(1,0,1)",(1,1,0)"}

Losung:
Sie erinnern sich, die Bilder der Basis sind die Spaltenvektoren der darstellenden Matrix!

Beziiglich der kanonischen Basis ist dann die Matrix durch

1 1
2 0
1 -2

Wenn Sie die jeweiligen Basistransformationsmatrizen und Inversen bilden und entsprechend
ausmultiplizieren, dann erhalten Sie beziiglich den angegebenen Basen die Matrixdarstel-
lung.

gegeben.
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Sie miissen zuerst von B; in die kanonischen Basisvektoren umrechnen, diese Matrix ist ge-

geben durch
11
%= (3 5)-

Dann gehen Sie mit A nach R3 mit den kanonischen Basisvektoren; und abschliefend miissen
Sie diese Basiskoeffizienten in die Basis B3 umrechnen. Diese letzte Umrechnung ist gegeben
durch

1 1 1

2 2, 2

o7l=| 1 _1 I
3 2 2 2
1 1

2 2 2

-2
-1
5

3 4

5. Welche darstellende Matrix hat die Summe von zwei linearen Abbildungen F + G?

Losung:

Die Spaltenvektoren der Matrix sind die Bilder der Basisvektoren. Fiir einen Basisvektor x gilt
aber (F + G)(x) = F(x) + G(x).

Dann ist die darstellende Matrix als Summe der darstellenden Matrizen gegeben.

cos (¢) —sin (¢)

6. Beweisen Sie, dass eine 2 x 2 Matrix A genau dann orthogonal ist, wenn sie die Form ( X
sin (@) cos ()

oder (_Czlsn(((p(2> ::g; (((Z))) aufweist!

Losung:

’,¢/I:

Esist — cos (@) sin (@) +sin (@) cos (@) = 0und — cos (@) sin (¢) + (— sin (¢))(—cos (¢)) =
0. Die Langen der Spaltenvektoren fiir beide angegebenen Matrizen sind immer 1, da cos? (¢)
sin? (@) = 1ist.

o=

Die Spaltenvektoren der orthogonalen Matrix A = (gl! 712) miissen die Lange 1 haben. Also

az1 a2
konnen Sie die Vektoren in Polarkoordinaten darstellen, es ist » = 1.

Der Winkel ¢ ist gegeben durch

_ ) arccos (a11), a2 >0,
—arccos (a11), ax < 0.

Fiir a7 > 0 ist dann die erste Spalte gegeben durch a1 = cos (@), a1 = sin (¢). Im Fall
ap1 < 0 ist die erste Spalte gegeben durch a1; = cos (—¢) = cos (¢) und a7 = sin—(¢) =
—sin ().

Auch fiir die zweite Spalte muss es analog einen Winkel ¢ geben, so dass der Spaltenvektor
mit Hilfe von Polarkoordinaten entsprechend dargestellt werden kann. Dartiberhinaus soll
die Matrix orthogonale Spaltenvektoren haben. Dann muss aber ¢ = ¢ £ 90° erfiillt sein!

Im Fall ip = ¢ + 90° gilt dann cos (¢ +90°) = —sin (¢) und sin (¢ +90°) = cos (¢), fiir
1 = @ — 90° entsprechend cos (¢ — 90°) = sin (¢) und sin (¢ —90°) = — cos (¢).
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7. Geben Sie eine affine Abbildung an, die das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (2,1), (3,0)
auf ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel im Punkt (1,1) abbildet!

Losung:

In einem ersten Schritt kann eine Scherung bestimmt werden, die das gegebene Dreieck auf
ein Dreieck abbildet, das in (0, 0) einen rechten Winkel hat. AnschlieSend wird einfach eine
Translation hinzugefiigt.

Die Scherung hat die Matrixdarstellung

1 01 0
SH=[o, 1 0].
0 0 1

Der Punkt (2,1) wird auf einen Punkt auf der y-Achse abbilden, dann muss also
240, =0

erfiillt sein. Daraus ergibt sich 07 = 2. Der Punkt (3,0) muss gleichzeitig auf einen Punkt auf
der x-Achse abgebildet werden, daraus ergibt sich

30'2:0

und 0, = 0. Dann ist die Scherung gegeben durch

1 -2 0
0 1 0].
0 0 1

Die Translation um t = (1, 1)T kann noch hinzugefiigt werden, insgesamt ergibt sich die
affine Abbildung

1 -2 1

0 1 1].

0 0 1

8. Eine Reflexion an der y-Achse im A3 ist gegeben durch die 4 x 4-Matrix

1 0 00
0 -1 0 0
Refy=10 0 1 0
0 0 01

Stellen Sie die Matrix-Darstellung der Reflexion an einer beliebigen im Raum liegenden Linie,
die durch den Ursprung geht, auf!

Losung:

Durch eine Koordinatentransformation wird die Gerade durch den Ursprung auf die y-Achse
abgebildet; dann die Reflexion durchgefiihrt und anschlieffend wieder die Koordinatentrans-
formation riickgédngig gemacht. Die Koordinatentransformation beschreiben wir durch die
beiden Winkel ¢ und 6. ¢ beschreibt den Winkel zwischen der y-Achse und der Achse in
der xy-Ebene, 8 den Winkel zwischen y-Achse und der Achse in der yz-Ebene. Dann ist die
allgemeine Reflexion an einer Achse gegeben durch Ry(—6)R;(@)RefxRz(—@)Rx(—0):

cosOsin2¢@ —Ccos2¢p sin@sin2¢

cos 0% cos2¢p —sin6? cosBOsin2¢p — sin 20 sin @?
Refy =
— sin 20 sin @? sinfsin2¢ cos6? + sin 82 cos 2¢
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10.

11.

Setzen Sie 6 = ¢ = 0, dann erhalten Sie Re fy zuriick. Interessant ist der Fall 0 = 0, einer
Reflexion an einer Achse in der yz-Ebene:

cos(2¢) sin(2p) 0
Ref(g—q) = (siné&p) —co%(2<p) (1))

. Leiten Sie die Matrix-Darstellung der Rotation um eine beliebige Achse im Raum mit Hilfe

von Kugelkoordinaten und Matrix-Algebra her!

Losung:

Analog zur Losung von Aufgabe 8 wird die Drehachse durch die beiden Winkel ¢, 6 beschrie-
ben. Also wird die Drehachse auf eine Koordinatenachse transformiert, dann die Drehung
durchgefiihrt und anschliefflend wieder zuriickgedreht. Entscheidet man sich fiir die x-Achse,
dann benétigt man den Winkel ¢ in der xy-Ebene und den Winkel 6 in der xz-Ebene. Die Dre-
hung der Achse auf die x-Achse ist dann durch die Rotationen R, (—6) und R;(—¢) gegeben.

Dann ist die allgemeine Rotation mit Winkel 3 gegeben durch
Ry<9>Rz((P>Rx(/3)Rz(_(P)Ry(_9>-

Haben Sie sich dazu entschieden, die Drehachse auf die y oder z-Achse zu drehen, ergibt sich
ein anderen Ausdruck, aber das gleiche Endergebnis.

Gegeben ist eine beliebige Kombination von Punkten in einem affinen Raum: P = ¥'!' ; A; X;.
Weisen Sie nach, dass P ein Punkt ist im Fall }’ A; = 1 und ein Vektor im Fall }' A; = 0! Hat die
Kombination einen Sinn fiir andere Werte der Summe Y’ A;?

Losung:
Es gilt

i}\ixi = ( Li1 X ) :

i=1 i—1 i
falls die Punkte gegeben sind durch X; = (x;,1)T. Fiir ¥ A; = 1 erhilt man einen Punkt fiir
die affine Kombination. Ist die Summe )}’ A; = 0, dann ist das Ergebnis ein Vektor. Hat die
Summe einen Wert ¥ A; # 0, dann kann durch diesen Wert dividiert werden; das Ergebnis ist
ein Punkt.

. . o . - 2 0 -36 2 1-1 PV
Diagonalisieren Sie die Matrizen (31),( 0o -3 0 ), -1 2 -1 | und ; !
—36 0 —23 -1-12 0

Losung:
Die Eigenwerte von (3 1) sind gegeben durch 2 und 4. Der Eigenvektor zu A; = 4 ist gegeben

durch %\@ (1, 1)T, der Eigenvektor zu Ay = 2 ist %\@ (-1, 1)T. Also ist die Matrix diagonali-
sierbar, sie ist dhnlich zu diag(4,2).

-2 0 -36
Auch ( %6 703 %3) ist diagonalisierbar, sie hat die Eigenwerte Ay = —50, A, = —3 und

A3 = 25 mit den Eigenvektoren (3,0,4)7, (0,1,0) und (—4,0,3).

-1-1 2
(1,1,1)7,(-1,0,1)T und (—1,1,0)T. Dann ist sie dhnlich zu diag(0, 3, 3).

2 -1-1
(1 2 1) hat die Eigenwerte Ay = 0, A = 3 mit den linear unabhéngigen Eigenvektoren

—724 0 0

<204 70 2%) hat die Eigenwerte A; = —25 und A, = 25 mit den linear unabhingigen
0 0247

Eigenvektoren (0,0, —4,3)T, (—4,3,0, O)T, (0,0, 3,4)T und (3,4,0, O)T. Die Matrix ist dann

ahnlich zu diag(—25, —25,25,25).
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12.

13.

14.

15.

16.

Diagonalisieren Sie die Matrix A = I3 — vv' fiirv= (1,0,1)T € R3!

Losung:
Die Matrix ist gegeben durch
0 0 -1
A=|10 1 0
-1 0 O
A hat die Eigenwerte Ay = —1 und A; = 1 mit den linear unabhédngigen Eigenvektoren

(1,0,1)T, (-1,0,1)" und (0,1,0)7.
Dann ist A dhnlich zu diag(—1,1,1).

Beweisen Sie, dass fiir jeden Vektor v € R", v # 0, die Matrix I,, — Bvvl diagonalisierbar ist!

Losung:
Der Vektor v # 0 ist ein Eigenvektor der Abbildung, denn es gilt

(I — Bvv')v = (1= B|v[*)v.
Jeder zu v orthogonale Vektor x wird auf 0 abgebildet, denn es ist dann v’ x = 0. Zu v kénnen
Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren n — 1 orthogonale und linear unabhingige Vektoren
bilden. Diese spannen den Kern der Abbildung auf und gehéren zum Eigenwert 0. Dann ist
die Abbildung aber diagonalisierbar!

Gegeben ist die Diagonalmatrix D = diag(—1,3,3), vi = (2,—1,1)T, Vo = (
(Wy, WZ)T = (v1|V;) L. Weisen Sie nach, dass —v{W; + 3V, W, zu D ahnlich ist!

O =
—oRr

) und

Losung:
Der Ausdruck ergibt die Matrix
-1 4 4
2 1 =21,
-2 2 5

Diese Matrix hat die Eigenwerte A; = —1 und A, = 3. Die Eigenvektoren (2, —1, nT, 1,017
und (1,1, O)T sind linear unabhéngig, dann ist A dhnlich zu D.

Bestimmen Sie die zugehorige quadratische Form fiir x? + y? — z2 + 4xy — 5yz.

Losung:

Fiir n = 3 ist eine quadratische Form fiir die Matrix A = (

o D
SR

e
f ) identisch mit einem Aus-
Cc

druck ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz.

Dann ist
1 2 0
_ 5
A=12 1 -—3|.
0 -3 -1

Wenden Sie die Hauptachsentransformation auf die quadratischen Formen 2x? + 2% — 2xy
und —3x? + 5y2 + 2xy an! Welche Kegelschnitte gehoren zu diesen quadratischen Formen?

Losung:
Wir miissen die Matrix A ablesen und diagonalisieren.

Fiir 2x2 + 2y? — 2xy ist die Matrix A gegeben als

A:(_Zl —21>.
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17.

18.

19.

20.

Diese Matrix hat die Eigenwerte A\; = 3, A, = 1 und die Eigenvektoren (1,1)7, (—1,1)7. Also
ist A diagonalisierbar. Es liegt eine Ellipse vor.

Fiir die zweite Form ist die Matrix gegeben durch

B:(_13 ;)

Diese Matrix hat die Eigenwerte A; =1 — /17 und A = 1 + /17 mit den linear unabhangi-
gen Eigenvektoren (—4 — 1/17,1)T und (—4 + v/17,1)”. Die Diagonalmatrix hat also zwei
von Null verschiedene Werte unterschiedlichen Vorzeichens, also liegt eine Hyperbel vor!

Eine Matrix heifst nilpotent, wenn es ein n € N gibt mit A" = 0. Was konnen Sie tiber die
Eigenwerte einer nilpotenten Matrix aussagen?

Losung:

Alle Eigenwerte einer nilpotenten Matrix sind Null.

Nehmen wir das Gegenteil an, dann existiert ein A # 0,x # 0 mit Ax = Ax und A"x = A"x =
0, ein Widerspruch.

Weisen Sie nach, dass fiir jede m x n-Matrix A die Matrizen ATA und AAT die gleichen Ei-
genwerte besitzen!

Losung:

Wenn A die Singulirwertzerlegung UDV besitzt, dann gilt AAT = UD?*UT und ATA =
VTD2V. Beide Matrizen sind diagonalisierbar, die Quadrate der singuldren Werten von A
sind jeweils die Eigenwerte.

Bestimmen Sie eine Matrix P, die fiir eine m x n-Matrix A die Gleichung P? = AT A erfiillt!
Losung:

Wenn A die Singuldrwertzerlegung UDV besitzt, dann gilt ATA = VTD?V. Die Matrix
P = VTDV erfiillt die gegebene Gleichung.

Losung:
Der Rang der Matrix A ist offensichtlich 1. Die Matrix AT A ist gegeben durch

4 4

Ta—

wan(t)
Diese Matrix hat die Eigenwerte A; = 8 und A, = 0; zu A; gehort der Eigenvektor (1,1)7, zu

Ao der Eigenvektor (—1,1)7.

Dann ist der Singularwert 1 = \/A; = 2+/2. Die Matrix V ist gegeben durch Orthonormali-
sieren der beiden Eigenvektoren, die die Spalten definieren. Insbesondere ist dann

- (1)

u; ist gegeben durch u; = iAvl, dann gilt

11 %
w1 11<;\ﬁ>_2
oy |1 1\Gv2) |,

11 1
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Die Losung des Ausgleichsproblems ist dann gegeben durch
D 1o Tyt -1
x= (D7 Vid'b=) ——(u;b)v;
(7'9) Y = (b

in unserem Fall ist ¥ = 1 und die Losung ist gegeben durch

(hea-0

-1

_
X—z\/E

N =N =N =N =



Kapitel 12

Folgen und Reihen

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

. ® N gk »W D

1 S S e S
S OV ® N o Uk W N = O

Nennen Sie Beispiele fiir reelle Zahlenfolgen!

Was ist eine arithmetische Folge?

Was ist eine geometrische Folge?

Erldutern Sie den Begriff der monotonen Folge!

Erldutern Sie den Begriff der beschrankten Folge!

Was ist das Infimum und Supremum einer beschrénkten Folge?
Erldutern Sie den Begriff der e-Umgebung!

Wie ist die Konvergenz einer Folge definiert?

Ist der Grenzwert einer Folge eindeutig?

Was ist eine Cauchy-Folge?

. Wie hdngen Monotonie, Beschranktheit und Konvergenz von Folgen zusammen?
. Wie lauten die Limes-Sitze fiir Folgen?

. Was ist eine Reihe?

. Wann ist eine Reihe konvergent?

. Was ist eine geometrische Reihe? Wann konvergiert sie?

. Wie lautet das Cauchy’sche Hauptkriterium fiir Reihen?

. Kennen Sie ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe?

. Was ist die harmonische Reihe? Ist sie konvergent?

. Was ist eine alternierende Reihe?

. Wie lautet das Leibniz-Kriterium?
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21.
22.
23.
24.
25.

26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

Wie lautet das Majoranten-Kriterium?

Wie lautet das Quotienten-Kriterium?

Wie lautet das Wurzel-Kriterium?

Erldutern Sie den Begriff der absoluten Konvergenz!

Gilt fiir konvergente Reihen das Assoziativgesetz? Mit anderen Worten, wann diirfen Sie in
einer Reihe Summanden vertauschen, ohne das Konvergenzverhalten zu verdndern?

Was ist eine Potenzreihe?

Wie ist das Konvergenzintervall und der Konvergenzradius einer Potenzreihe definiert?
Wie kann der Konvergenzradius einer Potenzreihe bestimmt werden?

Wie sind die Landau’schen Symbole definiert?

Nennen Sie wichtige Vergleichsfolgen und ihre verbale Beschreibungen!

Was ist eine Norm?

Was ist eine p-Norm? Wie ist die Maximumsnorm definiert?

Wie kann das Gesamtschrittverfahren motiviert werden?

Wie kann das Einzelschrittverfahren motiviert werden?

Kennen Sie ein Konvergenzkriterium fiir Gesamt- und Einzelschrittverfahren?

Methodenfragen

S

v »®» N

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Erkennen konnen, ob eine gegebene Folge eine arithmetische oder geometrische Folge ist.
Rekursiv gegebene Folgen bilden konnen.

Eine Folge auf Monotonie tiberpriifen kénnen.

Eine Folge auf Schranken, Infimum und Supremum tiberpriifen kénnen.

Eine Folge auf dem Zahlenstrahl und in einem kartesischen Koordinatensystem darstellen
konnen.

Eine gegebene Folge auf Konvergenz untersuchen konnen.

Fiir ein gegebenes ¢ bei einer konvergenten Folge das N(¢) bestimmen kénnen.
Die Limes-Sétze fiir Folgen anwenden kénnen.

Die Teilsummen von Reihen bilden kénnen.

Kriterien fiir die Konvergenz und Divergenz von Reihen anwenden kénnen.
Den Konvergenzradius einer Potenzreihe bestimmen kénnen.

Die Landau’schen Symbole anwenden kénnen.

Vektornormen berechnen kénnen.

Die Konvergenz einer Folge von Vektoren tiberpriifen kénnen.

Das Gesamtschrittverfahren durchfiihren und programmieren konnen.

Das Einzelschrittverfahren durchfiithren und programmieren konnen.
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Ubungsaufgaben

1. Untersuchen Sie die Folgen a, = by, =3 —2nund ¢, = n+ In (n) auf Monotonie und

Beschranktheit!

_n_
n+17

Losung:

(a,) ist streng monoton steigend und beschrankt mit Schranken 0 und 1, (b,) ist streng mo-
noton fallend und nach oben beschrdnkt mit Schranke 1; nach unten unbeschrankt. (c;) ist
streng monoton steigend und nach unten beschrankt mit Schranke 1.

2. Untersuchen sie die Folge a, = V/ 25n2 +7n + 1 — 51 und weisen Sie nach, dass sie streng
monoton fallend und durch C = 0, 7 nach unten beschrankt ist.

Losung:
Dass 0, 7 eine untere Schranke der Folge (a,) ist folgt aus

a, > 0.7 < V/25n2+7n+1 >5n+—

10
7
& 25n% +7n+1 > 2512 +7n+(10)
@1>Q
100

Gst —an = /25(n + 12 +7(n+1) + 1 — (V25n7n + 1 +5)

= /251470 + 26 + (501 +7) — V2502 4 7n 1 26 + 10V/2502 + 7n + 1.

Esist 10v/25n% + 7n + 1 > 50n + 7 , damit folgt a,, 1 — a, < 0.

3. Suchen Sie den kleinsten Index n mit a, < 0,01 fiir die Folge a,, = nZZiZ'
Losung:
Die Ungleichung
w1
nz2+2 100
ist erfullt fiir n > 200.
4. Bestimmen Sie Infimum und Supremum fiir die Folgen a, = +1’ b, = % und ¢, =
(—1)m 2y
Losung:

Die Folge (a,) hat das Infimum 1 und Supremum 2, (b,) 0 als Infimum und 1 als Supremum
und (cy) besitzt das Infimum —1 und Supremum 3.

5. Zeigen Sie, dass die Folgen a,, = 2%, und b, =1+ (—1)”711—2 konvergent sind mit Grenzwerten
a=0und b =1!

Losung:
Fiir beliebiges ¢ > 0 und n > log2 ist |2,l | <e.

Firn > 1/eist |b, — b <e.
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6. Angenommen, a und b sind positive reelle Zahlen mit a > b. Mit 4; und b; soll ihr arithmeti-
sches bzw. geometrisches Mittel bezeichnet werden: a; = #, by = Va - b. Allgemein werden

die Folgen

a, +b
apy1 = n2 nrbn+1: Ay - by

gebildet. Beweisen Sie durch vollstindige Induktion a,, > a,,+1 > b1 > by. Zeigen Sie, dass
die beiden Folgen konvergieren und dass die beiden Grenzwerte tibereinstimmen!

Losung:
Das arithmetische Mittel ist immer grofser als das geometrische Mittel, es ist

a+b>\/a>b,a>b>0.

Dies beweist man mit Hilfe der binomischen Formel:

2 2 2 _oop 2 _p)2
a+b>\/%<:>a +2ab+b TN 2ab—Db >0©(a b)

2 1 1 0

Dann ist aber auch a,, > b, fuir die beiden Folgen. Es ist b, 1 > b, wegen

vV apby > by & ay > by

und auch a,+1 < a, wegen

an+b b a
nz L <an<:)7"<?"<:)bn<an.
Die Folge (a,) ist also monoton fallend und durch by beschrinkt; damit ist sie auch kon-
vergent. Genauso folgt die Konvergenz der monoton wachsenden Folge (b,,), die durch a4
beschrénkt ist.

Fiir die Folge d,, = (a, — by)? gilt

(ay — bn)2 = (an + bn)2 — 4a,b,
= day ) — 40544

=4(ays1 = bug1)(@pg1 + bygr)

Dann gilt
1
dn+1 < %d}’l

Die Folge (d,) ist eine Nullfolge; die Konvergenz ist quadratisch!

Nach Gaufs wird der gemeinsame Grenzwert der beiden Folgen arithmetisch-geometrisches Mit-
tel von a und b AGM(a, b) genannt.

7. Zeigen Sie, dass die nachstehenden Folgen den angegebenen Grenzwert g besitzen. Berech-
nen Sie die Anzahl der Folgeglieder, die aufSerhalb der e-Umgebung um den Grenzwert lie-

o _3n42 3 . _ L _ 3—4n4n® _ _ _
gen:ay = 5,7-7,8 = 5,6€=0,1;,b, = a2 8 = —1,e=0,005.

Losung:
Klammern Sie die hochste Potenz aus und verwenden Sie die Limessitze!

Bei der Folge (a,,) liegen die ersten 17 Folgeglieder auBerhalb der e-Umgebung mit e = 0, 1,
bei (by,) sind dies die ersten 197 Folgeglieder fiir ¢ = 0, 005.
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8. Erstellen Sie eine grafische Darstellung der Folgen a, = (71)””%1, a, = 2—3, und a, =
V3" 4 5", Schitzen Sie gegebenenfalls den Grenzwert und weisen Sie die Konvergenz nach!

Losung:
Die Folge a, = (—1)"tL ist in Abbildung 12.1 dargestellt. Es ist klar zu erkennen, dass es
keinen eindeutigen Grenzwert gibt. Die Folge (a;,) konvergiert gegen 1, die Folge mit unge-

raden Indizes gegen —1.

an

Abbildung 12.1: 2, = (71)”% furn <20

Einige Folgeglieder der Folge a,, = 71—? finden Sie in Abbildung 12.2. Die ersten Glieder schei-
nen zu wachsen, dann werden die Glieder sehr schnell sehr klein. Die Konvergenz der Folge
gegen Null sieht man durch

n3 1 n
n (n—31 n2-3n+1’

das Produkt zweier Nullfolgen ist eine Nullfolge.

an
°

L]
n

| | \d 'y 'Y Py
T T T g * ?

5
Abbildung 12.2: a,, = "—? furn=5,...,10

n

Die Folge a, = /3" + 5" finden Sie in Abbildung 12.3. Sie konvergiert, wenn man der Abbil-
dung Glauben schenken darf nach gegen 5.

Nach unten ist die Folge durch die konstante Folge 5, nach oben wegen /3" + 57 < /25
durch die Folge b, = /25 beschrénkt; fiir g > 1 ist {/q eine konvergente Folge mit Grenzwert

1. Mit dem Sandwichsatz folgt dann auch die vermutete Konvergenz von (a,) gegen den
Grenzwert 5.

. Die Folge a, = (1+ %)” konvergiert gegen die Euler’sche Zahl e.

bn+1 —El"+1

(a) Zeigen Sie, dass fir 0 < a < b die Ungleichungen =—="— < (n +1)b" und b"[(n +
1)a — nb] < a"*! erfiillt sind!

(b) Verwenden Siea =1+ nlﬁ undb =1+ %, um die Monotonie der Folge (a,) zu untersu-
chen!
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Abbildung 12.3: a,, = /3" + 5"

(c) VerwendenSiea =1undb =1+ %, um nachzuweisen, dass 4y, < 4 und a,, < 4 erfiillt
sind!

(d) Weisen Sie nach, dass (a,) konvergiert!

Losung:
Teilaufgabe (a):
Die erste Ungleichung kann mit vollstdndiger Induktion bewiesen werden. Die Induktions-
basis n = 1:

v*—a*>  (b—a)(b+a)

P — =b+a<?2b,

fur0 <a<b.
Der Induktionschritt folgt mit:
(B" — "y = (" — a") (b +a) — ab" +a"b
< 2b(b" —a™) + b?(a" "t — "),

Dann ist
bn+1 _ an—O—l pr — g 2an—1 _ bn—l
b—a =2b b—a +b b—a
< 2bnb" ! — b (n — 1)b" 2
= (n+1)b".
Dann gilt
+1 < bn(n 1)(b ) bn+1
= b"((n+1)b— (n+a)a+b)
=b"(nb— (n+1)a).

Damit ist auch die zweite Ungleichung bewiesen.

Teilaufgabe (b): Fira =1 + 1# und b =1+ % ist 0 < a < b erfiillt; einsetzen in die zweite
Ungleichung in Teilaufgabe a) erhélt man durch Einsetzen

1+ P+ D0+ =) —n(1+ )] = (1+ )

und damit a, < a;,41.

Teilaufgabe (c): Setzt man diesmal die angegebenen Werte fiir 4 und b in die 2. Ungleichung
ein, dann erhilt man
1
1 _— \n
1+5-)
Dann gilt wegen der Monotonie auch ay, < a2,,4+1 < 42,42 < 4, also ist 4 eine obere Schranke
fiir die Folge (a;).

<2 & ap, < 4.

Teilaufgabe (d): Eine monotone und beschrankte Folge ist konvergent!
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10.

11.

12.

13.

Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (F}—Zl )!

Losung:
Die Fibonacci-Folge kann mit Hilfe des goldenen Schnitts

5
9:1+\f

durch

dargestellt werden.

Dann gilt fiir den Quotienten

Fiy1  0ln+1—(1—0)"!
E, o —(1-0)n '

mit den Limessitzen folgt
. F
lim L — g,
n—oo n

denn (1 — 6)" ist eine Nullfolge!

. . . 2n _ 1 n+1
Untersuchen Sie die Reihen Y22, &, Y22, %, Yo, n- (%)” Lund ¥, (715% auf Konver-
genz!
Losung:

Die ersten drei Reihen konvergieren auf Grund des Quotientenkriteriums, die Konvergenz
der alternierenden Reihe folgt aus dem Leibniz-Kriterium.

Beweisen Sie das Wurzelkriterium!

Losung:
Der Beweis verlduft analog zum Nachweis des Quotientenkriteriums.

Erfiillt die Folge (a,,) das Wurzelkriterium, dann gibt es ein 0 < g < 1 mit

Van <q.

Also ist
ay < q",

und damit erhélt man eine konvergente geometrische Reihe als Majorante.

Programmieren Sie in der Programmiersprache Ihrer Wahl eine Funktion, die in einer Schlei-
fe die Teilsummen der harmonischen Reihe berechnet und in jedem Schleifendurchgang aus-
gibt. Wenn Sie die Schleife lang genug laufen lassen, scheint auf dem Computer die harmoni-
sche Reihe zu konvergieren. Beschreiben Sie die Griinde fiir diesen Irrtum!

Losung:

Wie Sie wissen divergiert die harmonische Reihe, die Folge der Teilsummen wichst tiber jede
Grenze. Egal welches Gleitpunkt-Zahlensystem Sie benutzen, jedes dieser Systeme hat eine
grofite darstellbare Zahl. Wird diese erreicht, erhalten Sie danach immer nur diese grofite Zahl
als Summenwert.

Bei der Summierung werden auch die Genauigkeitsunterschiede zwischen float und double
deutlich. Fiir die die Teilsumme S ggg ergibt sich die folgende Ausgabe:
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14.

15.

16.

Die Summe fir float-Genauigkeit bis 1/100000 :12.090851
Die Summe fir float-Genauigkeit bis 1/100000 :12.090146129863335
Die Summe fir float-Genauigkeit bis 1/5000000 :15.403683
Die Summe fir float-Genauigkeit bis 1/5000000 :16.002164235298594

Bei £1oat-Genauigkeit erhélt man jetzt schon keinen neuen Wert.

Die Summe fir float-Genauigkeit bis 1/10000000 :15.403683
Die Summe fir float-Genauigkeit bis 1/10000000 :16.695311365857272

Bei double geht es noch weiter:

Die Summe fir float-Genauigkeit bis 1/100000000 :15.403683
Die Summe fir float-Genauigkeit bis 1/100000000 :18.997896413852555
Die Summe fiir float-Genauigkeit bis 1/2000000000 :15.403683
Die Summe flir float-Genauigkeit bis 1/2000000000 :21.993628682662845

Wann ist eigentlich bei double Schlufs?

sin (ix)
.3
2

Weisen Sie nach, dass ¥.7°, 2+ 5 fir x € (0; 00) und Y70,
1

fir alle x € R konvergieren!

Losung:
Es gibt die konvergenten Majoranten ) le und Y 13%

Best1mmen Sie den Konvergenzradlus der Potenzreihen ¥ %0, ix!, Y% Z: , X2 sin (im)x!, £.2°, In (i),
ln ( )
l—l ln (i)’ Z
Losung:

Y ix: R = 1, am Rand divergent;
Y., sin (im)x’: R = oo;

et ’1‘71 R = o0;
Y2 In (i)xi: R =1, am Rand divergent;

bl ln ) : R =1, am Rand konvergent;
j’i 1 )x R =1, fiir x = 1 divergent, fiir x = —1 konvergent.
n,2n+1
Die Besselfunktion der Ordnung 1 ist durch die Potenzreihe J;(x) = ¥, % gege-

ben. Bestimmen Sie das Konvergenzintervall und vergleichen Sie die ersten 5 Teilsummen
von [q!

Losung:

Auch die Besselfunktion 1. Ordnung konvergiert fiir alle x € R, das folgt aus dem Quotienten-
oder dem Wurzelkriterium wie im Fall der Besselfunktion 0. Ordnung auf Seite 310. Die
Funktion [; ist im Gegensatz zur Besselfunktion 0.-Ordnung nicht symmetrisch zur y-Achse,
sondern dhnlich wie die Sinus-Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung - eine ungerade
Funktion. In Abbildung ?? finden Sie eine grafische Darstellung von J;; Abbildung ?? zeigt
die Teilsummen S3, S5, S7 und Sg.
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0.6

04}

0.2}

-15 -10

06"

Abbildung 12.4: Der Verlauf der Bessel-Funktion J7 (x)

Die ersten 5 Teilsummen fiir J; (x) sind gegeben durch

X
Sl(x)_ir
3
X X
53(x)_§_ﬁl
3 5
X X X
S5(x)—§—ﬁ+ﬁ,
X x3 x5 x7
S7(0) =5~ 16t 381~ 18432’
S =f-r X _ ¥ ¥
T D T 16 T 384 18432 | 1474560
2,
s,
1,
-4 -2 2 Ss
J,
_17 s
_2,
s,

Abbildung 12.5: Die Teilsummen S3, S5, S7, Sg der Besselfunktion J; (x)

17. Benutzen Sie Ihre Implementierung des Euklidischen Algorithmus und z&hlen Sie fiir kon-
krete Eingaben von 4 und b mit b < a die Anzahl der benétigten Schritte. Vergleichen Sie

diese mit der theoretischen Obergrenze!
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18.

19.

20.

21.

Losung:
Die Werte in der folgenden Tabelle wurden mit g++ und unsigned long als Ganzzahltyp
berechnet.
a 102 103 10* 10° 10° 107 10% 10°
[%} 10 15 19 24 29 34 38 43
Max. Anzahl Schritte 7 11 15 19 24 28 32 37
fir ggT(a,b),b<a
Beweisen Sie O(A) + O(A) = O(A),0(A)+0(A) = 0(A) und O(A)O(B) = O(AB),0(A)o(B)

0(AB) fiir zwei reelle Zahlenfolgen A und B.

Losung:
Die Beweise werden fiir das o durchgefiihrt; fiir O verlaufen Sie analog.

Ist A = (ay) eine Folge und (b,) = 0(A), (¢n) = 0(A), dann ist
. by .
lim — =0, im — =0.
n—o0 Ay n—oo Ay
Das gleiche gilt sicher auch fiir die Folgen
by +cy
[

und
bn N Cn

an

Beschreiben Sie Folgen mit (a,) = O(1) und (a,) = o(1)!
Losung:
Fiir eine Folge mit (a,) = O(1) ist der Quotient

an
7:61”

1

beschrinkt; also auch die Folge (a,,) selbst.
Fiir (a,) = o(1) ist mit dem gleichen Argument die Folge eine Nullfolge.

Weisen Sie die folgende Ungleichung nach: ﬁ“x”z < xlloo < Ixll2 < V1 |X]| 00-

Losung:

Die Ungleichung ||x||e < [|x]|2 ist klar, Sie miissen einfach die Definition der beiden Normen

aufschreiben.
Es ist

n n
IxI3 = Y 7 < Y lIxl% = nllxl%
i=1 i=1

und damit sind auch die anderen Ungleichungen bewiesen.

Implementieren Sie das Gesamt- und Einzelschrittverfahren und 16sen Sie damit selbst gewéhl-

te Beispiele!

Losung:

Die Implementierung der beiden Verfahren, wieder mit Hilfe der N1nJa-Klassen und BLAS in

Java:
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private static void initArrays (doubleArray2D A, doubleArraylD Db,
doubleArraylD x) {

// Besetzen des Gleichungssystems und des Startvektors fiir die
// iterative Ld&sung.
b.set (0, 7.0); b.set (1, 7.0); b.set(2, 3.0);

A.set (0,0, 4.0); A.set (0, 1, 1.0); A.set (0, 2, 2.0
A.set (1,0, 2.0); A.set(1, 1, 4.0); A.set(l, 2, 1
A.set (2,0, 0.0); A.set (2, 1, 1.0); A.set (2, 2, 2.

x.set (0, 1.0); x.set(l, 2.0); x.set(2,3.0);
}

Wenn man beispielsweise das Gleichungssystem von Seite 318 verwendet, dann benétigt das
Gesamtschrittverfahren fiir eine Abbruchgenauigkeit von e = 10~7 91 Iterationen, das Ein-
zelschrittverfahren nur 19.

Sehr hédufig werden iterative Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssytemen verwen-
det, um diskretisierte partielle Differenzialgleichung, beispielweise die Warmeleitungsglei-
chung zu 16sen. Dabei entstehen durch das Ersetzen der Ableitungen durch Differenzialquo-
tienten sehr diinn besetzte Bandmatrizen, beispielsweise eine Matrix wie

4 -1 O
-1 4 -1
A=10
-1 4 -1
0 -1 4

Nur die Diagonale und die beiden Nebendiagonalen sind ungleich Null. Je nach Diskreti-
sierungsmethode werden die Matrizen etwas komplexer; aber die diinne Struktur (im an-
gelsdchsischen Sprachraum wird von sparse matrices gesprochen) bleibt auf jeden Fall beste-
hen.

Dann kann natiirlich darauf verzichtet werden, das Produkt zwischen Matrix A und dem Ite-
rationsvektor bei den beiden Gesamt- und Einzelschrittverfahren zu berechnen; man wiirde
nur unnotig oft mit 0 multiplizieren. Fiir ein Element des Iterationsvektors beim Gesamt-
schrittverfahren ergibt sich dann folgende Berechnung (dabei wurden die Vektorelemente
mit 0, ...,n — 1 nummeriert, wie in den Programmiersprachen):

Y = 0,25(by + 1),

k k k
x§ =, 25(b; + ng)l + xfﬁl),
25D = 0,25(b,_1 +x%).

Die Berechnungsvorschrift fiir das Einzelschrittverfahren kénnen Sie sicher leicht davon ab-
leiten. Im folgenden Quelltext sind noch zusétzlich alle Komponenten der rechten Seite b
gleich 1, 0; dann kann auf das Feld dafiir génzlich verzichtet werden.

private static void gesamtSchrittSparse (doubleArraylD x, double epsilon) {
// Gesamtschrittverfahren fiir eine diinn besetzte Matrix
int i, j,counter, n=x.size();
double fehler;
doubleArraylD xneu = new doubleArraylD (n);

fehler = 1.0E10;
counter = 0;
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while (fehler > epsilon) {
xneu.set (0, 0.25% (1.0+x.get (1)));
for (i=1; i<n-1; i++)
xneu.set (i, 0.25%(1l.0+x.get (i-1)+x.get (i+1)));
xneu.set (n-1, 0.25%(1.0+x.get (n-2)));
fehler = Blas.dnrm2 (x.minus (xneu)) ;
x.assign (xneu) ;
counter++;
}
System.out.println ("Das Konvergenzkriterium beim Gesamtschrittverfahren"
+" war nach "+counter+" Iterationen" +
" erfdllt!"™);

private static void einzelSchrittSparse (doubleArraylD x, double epsilon) {
// Gesamtschrittverfahren flir eine diinn besetzte Matrix
int i, j,counter, n=x.size();
double fehler;
doubleArraylD xalt = new doubleArraylD (n);

fehler = 1.0E10;
counter = 0;

while (fehler > epsilon) {
xalt.assign (x) ;
x.set (0, 0.25x(1.0+x.get(1l)));
for (i=1; i<n-1; i++)
x.set (i, 0.25%(1l.0+x.get (i-1)+x.get (i+1)));
x.set (n-1, 0.25x(1.0+x.get (n-2)));
fehler = Blas.dnrm2 (x.minus (xalt));
counter++;
}
System.out.println ("Das Konvergenzkriterium beim Einzelschrittverfahren"
+ " war nach "+counter+" Iterationen" +
" erfillt!");
}

Bei einer Abbruchgenauigkeit von ¢ = 10~ benotigt dieses Gesamtschrittverfahren 50 Itera-
tionen. Fiir die gleiche Genauigkeitsanforderung benétigte das Einzelschrittverfahren genau
50%, ndamlich 25 Iterationen.



Kapitel 13

Differenzialrechnung

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.

o ® N gk W DN

e
S U ke W N P O

17.
18.
19.

Nennen Sie Beispiele fiir polynomiale, rationale, algebraische und transzendente Funktionen!
Erlautern Sie den Funktionenlimes!

Erldutern Sie den Begriff einer Asymptote einer Funktion!

Wie lautet das e-6-Kriterium fiir den Funktionenlimes einer Funktion!

Erldutern Sie den Begriff der Stetigkeit!

Wann ist eine Funktion monoton?

Wann ist eine Funktion beschrankt?

Wie lautet der Zwischenwertsatz?

Erlautern Sie das Bisektionsverfahren!

Erldutern Sie die Regula-Falsi!

. Erldutern Sie die Nullstellenbestimmung durch quadratische Interpolation!
. Wann ist eine Funktion differenzierbar?

. Wie hangen Differenzierbarkeit und Stetigkeit einer Funktion zusammen?

. Wie lautet die Produkt- und Quotientenregel?

. Wie lautet die Kettenregel?

. Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen der Ableitung einer Funktion und der Ableitung

ihrer Umkehrfunktion!
Erldautern Sie das Newton-Verfahren.
Erldutern Sie den Begriff der Konvergenzordnung!

Wie lautet der Satz von Rolle?
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20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.
29.

Wie lautet der Mittelwertsatz?

Erldutern Sie die Ndherung einer Funktion durch ein Taylor-Polynom!

Wie lautet die Laplace-Form des Restglieds bei der Taylor-Entwicklung?
Nennen Sie einige Beispiele fiir Taylorreihen!

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Potenzreihen und Taylorreihen!
Wann ist eine Funktion konvex bzw. konkav?

Was ist ein lokales Maximum bzw. Minimum einer Funktion?

Nennen Sie ein notwendiges und ein hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Extremum einer
differenzierbaren Funktion!

Was versteht man unter einem Wendepunkt?

Wie konnen die Wendepunkte einer differenzierbaren Funktion bestimmt werden?

Methodenfragen

1.

¥ X N ok » DN

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Transformationen fiir Funktionen durchfiihren kénnen.

Funktionenlimites berechnen kénnen.

Asymptoten fiir gegebene Funktionen bestimmen koénnen.

Das ¢-6-Kriterium fiir eine gegebene Funktion anwenden konnen.

Uberpriifen kénnen, ob eine gegebene Funktion stetig ist.

Eine gegebene Funktion auf Monotonie und Beschrédnktheit tiberpriifen kénnen.
Das Bisektionsverfahren anwenden und implementieren konnen.

Die Regula Falsi anwenden und implementieren kénnen.

Die Nullstellenbestimmung durch quadratische Interpolation anwenden und implementieren
konnen.

Eine gegebene Funktion ableiten konnen.

Die Ableitungsregeln, insbesondere die Kettenregel, anwenden koénnen.

Die Ableitung einer Umkehrfunktion berechnen kénnen.

Das Newton-Verfahren anwenden und implementieren kdnnen.

Das Taylor-Polynom einer Funktion aufstellen kénnen.

Monotonie von differenzierbaren Funktionen untersuchen kénnen.

Das Kriimmungsverhalren von differenzierbaren Funktionen untersuchen kénnen.
Lokale Extrema von differenzierbaren Funktionen bestimmen kénnen.

Wendepunkte von differenzierbaren Funktionen bestimmen kénnen.
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Ubungsaufgaben

1. In Abbildung 13.1 ist ein Graph einer Funktion f gegeben. Verwenden Sie diesen, um die
Graphen der folgenden Funktionen zu skizzieren: f(2x), f(—x), —f(—x), f(x +4), f(x) +4,
2f(x) +3.

Abbildung 13.1: Ein Funktionsgraph fiir Aufgabe 1

Losung:
Losung.

¥248
x+4 7/

2. Berechnen Sie die Funktionenlimites (falls sie existieren) fiir die Funktionen f(x) =
xo = —4;¢(x) = 7xijzzféo, xo = —2und h(x) = YV =X "H\;EV 12Xy = 0.

Losung:

f hat einen Pol in xy = —4, ¢ hat an der Stelle xy = —2 einen Grenzwert, denn der Zihler
hat die beiden Nullstellen x = 5 und x = —2; das Nennerpolynom die Nullstellen x = 3 und
ebenfalls x = —2. Also kann g geschrieben werden als

_ (x+5)(x+2)
s = )t
Dann ist der Funktionenlimes fiir xo = —2 gegeben als
x+5_ 3

o x—3 5
h hat eine Unendlichkeitsstelle bei xy = 0.

3. Beweisen Sie, dass f(x) = sin (1) fiir xy = 0 keinen Funktionenlimes besitzt!

Losung:
Das Argument % geht gegen Unendlich, die Sinus-Funktion hat aber keine Asymptote fiir
X — 00.

2x2
x2+1

_ 14a24248

4. Bestimmen Sie die Asymptoten fiir f(x) = und g(x) = “53

Losung:
Fiir f(x) erhalten Sie durch Ausklammern der hochsten Potenz

2
f(x):@

— 2

sowohl fiir x — oo als auch x — —o0.

Fiir ¢(x) erhalten Sie durch Ausklammern der hchsten Potenz

2x+1+ %
g§x) = ————
I+

Fiir x — oo hat g co als Grenzwert, im negativen ist der Grenzwert —oo.
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5. Bestimmen Sie die Unendlichkeitsstellen der Funktion f(x) = m

Losung:
Die Unendlichkeitsstellen sind die Nullstellen des Nenners. Diese sind gegeben durch die
Nullstellen der Sinus- und der Kosinusfunktion, also x = k - %, k € Z.

6. Beweisen Sie mit Hilfe des ¢-5-Kriteriums lim,_,3 x> = 9.

Losung:
Zuerst wird ein Wert fiir § geschitzt. Gesucht ist eine Zahl § mit [x? — 9| < e fur 0 < |x — 3| <
d.

Mit der dritten binomischen Formel ist
|x? =9 = |x —3||x +3].
Falls x € (2;4) liegt, dann gilt5 < x +3 < 7und |[x + 3| < 7.
Jetzt gibt es zwei Bedingungen an x, ndmlich
€
[x=3] <1,]x—-3| < =

Dann kann fiir den Grenzwert als & das Minimum zwischen 1 und % verwendet werden.

7. Zwischen welchen Zahlen liegt eine positive Nullstelle von f(x) = x> — 1 000x — 500 000?

Losung:
In [0, 10%], denn dort sind die Voraussetzungen des Zwischenwertsatzes erfiillt.

8. Implementieren Sie das Bisektionsverfahren und Regula Falsi und bestimmen Sie damit auf
zwei und vier Dezimalstellen genau die im Intervall [7; 7] liegende Losung von 5sin (x) = x.

Losung:

In diesem Kapitel folgen noch einige Aufgaben mit verschiedenen Algorithmen. Deshalb wer-
den zuerst virtuelle Klassen implementiert, von denen dann die konkreten Algorithmen ab-
geleitet werden. In diesen konkreten Algorithmen ist auch die Beispielfunktion, hier f(x) =
5sin (x) — x implementiert. Einen Graphen der Beispielfunktion finden Sie in Abbildung 13.2.

Abbildung 13.2: Die Funktion f(x) = 5sin (x) — x
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Die Bisektion wird jetzt hiervon abgeleitet:
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while ((counter <= maxIter)&&
((Math.abs (dx) >=epsilon) | | (Math.abs (fmid)>=epsilon))) {
dx = 0.5xdx;
xmid = result + dx;
fmid = funktion (xmid) ;
counter++;
if (fmid <= 0.0) result = xmid;
}

aktIter = counter;
return result;

}

Fiir e = 0, 05 erhélt man dann die folgende Ausgabe:

Die berechnete L&sung der Bisektion: 2.6016314162540475
Die Abbruchgenauigkeit war 0.05.

Es wurden 5 Iterationen durchgefihrt.

Der Funktionswert an der Ldsung:

-0.031117695287938396.

¢ = 0.0005 ergibt:

Die berechnete L&sung der Bisektion: 2.5958789882994764
Die Abbruchgenauigkeit war 5.0E-4.

Es wurden 13 Iterationen durchgefiihrt.

Der Funktionswert an der Losung:

-7.378228040719748E-4.

Fiir die Regula Falsi wird eine entsprechende Klasse regulaFalsi implementiert; dabei un-
terscheidet sich nur die Funktion regulaFalsi.berechne () von der Klasse bisektion.

public double berechne () {
int counter=0;
double xs, dx, x1, yl, fx, fy;

x1 = xlinks;
yl = xrechts;
fx = funktion (x1);

fy funktion (yl);
if (fxxfy >= 0) {
System.out.println ("Keine Klammer iibergeben fiir die Regula False");
return xlinks;
}
fx

fy

funktion (x1) ;
funktion (yl);

// Schleife fiir die Bisektion
while ((counter <= maxIter)&& ((fx>=epsilon) ||fy >= epsilon)) {

xs = x1 - fx* ((yl-x1)/(fy—-£fx));
if (fx*funktion(xs)<0.0) {

vyl = xs;

fy funktion (xs) ;

}
else {
x1l = xs;
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fx = funktion (xs);
}

counter++;

}

aktIter = counter;

return 0.5* (x1+yl);
}

Mit Abbruchgenauigkeit ¢ = 0, 05 erhilt man dann die Ausgabe

Die berechnete Ldsung der Regula Falsi: 2.593950915988187
Die Abbruchgenauigkeit war 0.05.

Es wurden 3 Iterationen durchgefiihrt.

Der Funktionswert an der Ldsung:

0.009425588181722677.

Abbruchgenauigkeit ¢ = 0, 0005:

Die berechnete L&sung der Regula Falsi: 2.5957265157620166
Die Abbruchgenauigkeit war 5.0E-4.

Es wurden 5 Iterationen durchgefiihrt.

Der Funktionswert an der L&sung:

6.625448183594784E-5.

9. Motivieren Sie die Fallunterscheidung fiir die Bestimmung von / bei der Nullstellenbestim-
mung durch quadratische Interpolation!

Losung:

Bei einer Iteration liegen drei Ndherungswerte x,_», x,_1 und x, mit zugehorigen Funkti-
onswerten ¥, 2 = f(xy,-2), Yn—1 = f(xn—-1), yn = f(xn) vor. Dabei ist der Punkt x, die beste
Néherung. Wir setzen ein quadratisches Polynom an durch

pa(x) = C+ B(x — x,) + A(x — x)2.

Aus den Interpolationsbedingungen erhdlt man schnell

A hidy — hodq
hohy(hy —hy)’
h2d h?
B = 2 ! + 1 /C = yn/

 hahi(hy —hy)
mit den Hilfsgréfien
hy = xy_2 — xp, h1 = X1 — Xy,
d>=Yn2—Yn,d1 = Yn-1— Yn-

Jetzt berechnen wir eine neue Néaherung x,,41 durch den Ansatz h = x,, .1 — x;. Dazu bestim-
men wir 4 so, dass h eine Nullstelle des quadratischen Polynoms

C+Bh+ AR =0

ist. Der Fall A = B = 0 tritt nur dann auf, wenn y,,_» = y,,_1 = Y, ist, den wir vernachléssi-
gen konnen. Ist A = 0 und B # 0, erhdlt man nur eine Losung fiir /i, die drei aktuellen
Néherungen liegen auf einer Geraden. Fiir A # 0 und B = 0 erhélt man zwei Losungen fiir
h, wir wahlen willkiirlich eine der beiden aus.
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10.

Im allgemeinen Fall erhélt man zwei Losungen, wobei man fiir die Berechnung von x,, 1 die
mit dem kleineren Betrag benutzt. Insgesamt:

-< A=0,B#0,
h={+/-5 A#0,B=0,
_ —2sgn(B)C sonst
|B|+VB2-4AC ’

Dabei bezeichnet sgn(B) das Vorzeichen der Zahl B.

Implementieren Sie die Nullstellenbestimmung mit Hilfe von quadratischer Interpolation
und bestimmen Sie damit auf zwei und vier Dezimalstellen genau die im Intervall [F; 7]
liegende Losung von 5sin (x) = x.

Losung:
Eine grafische Darstellung der Funktion finden Sie in Abbildung 13.2 auf 160.

Mit Hilfe der in Aufgabe 8 implementierten Klassen wird eine Klasse fiir den Algorithmus
quadratischeInterpolation abgeleitet; wichtig ist die berechne-Funktion:

public double berechne () {
int counter=0;
double a, b, ¢, d, e, fa, fb, fc, p, g9, r, s, xm;

a = xlinks;

b = xrechts;

fa = funktion(a); fb = funktion (b);

if (faxfb > 0.0) {
System.out.println
("Keine Klammer libergeben filir quadratische Interpolation");
return xlinks;

c = b;
fc = fb;
xm = 0.5% (a+b);

e =1.0;, d = e;
// Schleife fiir die Bisektion
while (counter <= maxIteré&é&
(Math.abs (fb) > epsilon]| |Math.abs (xm)>epsilon)) {

if ((fb > 0.0 && fc > 0.0) || (fb < 0.0&& fc < 0.0)) {
c = a;
fc = fa;
d = b-a;
e = d;

if (Math.abs (fc) < Math.abs (fb)) {

a = b;
b = c;
c = a;
fa = fb;
fb = fc;
fc = fa;

}
xm = 0.5 (c=b);

s = fb/fa;
if (a == ¢c) {
p = 2.0xxmxs;
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11.

12.

g = 1.0-s;
}
else {
q = fa/fc;
B =f/fec;
P = s*x(2.0xxm*qgx* (q-r)—(b-a)*(r-1.0));
g = (g1.0)x(r-1.0)*(s-1.0);

}
if (p>0.0) g = —-qg;

p = Math.abs (p);
e = d;

d = p/q;

a = b;

fa = fb;

// Neuen Punkt berechnen
b = b+d;
fb = funktion(b);

counter++;

}

aktIter = counter;
return b;

}

Fiir die signum-Funktion verwenden Sie entweder eine eigene Implementierung oder die ab
Java 1.5 zur Verfiigung stehende Math. signum-Funktion.

Fiir das Nullstellenproblem aus Aufgabe 8 mit den beiden verwendeten Abbruchgenauigkei-
ten erhdlt man folgende Ergebnisse:

Die berechnete L&sung der quadratischen Interpolation: 2.5957364004011003
Die Abbruchgenauigkeit war 0.05.

Es wurden 4 Iterationen durchgefiihrt.

Der Funktionswert an der Losung:

1.4128800668977703E-5.

Die berechnete L&sung der quadratischen Interpolation: 2.595739079312127
Die Abbruchgenauigkeit war 5.0E-4.

Es wurden 5 Iterationen durchgefiihrt.

Der Funktionswert an der L&sung:

1.7806880414639181E-9.

Wo ist die Funktion f(x) = |1+ x| — |1 — x| monoton?

Losung:
Auf [—1, 1] streng monoton wachsend, sonst konstant

Welche der folgenden Funktionen sind umkehrbar, wie lauten die Umkehrfunktionen: f;(x) =

Va+1, fo(x) = Va2 +1, f3(x) =Injx| — xund fa(x) = %?
Losung:
fl_l(x) =x2-1;

frl(x) = Va2 =1,
f3 ist umkehrbar, allerdings ohne dass die inverse Funktion geschlossen darstellbar ist;

-1
N (x) = %
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13.

14.

15.

16.

17.

Differenzieren Sie die folgenden Funktionen: (100 — 4x2 4 3x) (14 2x2), 22 1

4x

14227 =T4+x  (—1+22)(1+x)

und v/1 — x2!

Losung:
2 3._—2x . -1 14224233 .2
34 392x + 18x~ + 32x°; (xzjlc)Z/ =) + 4(71%?‘2)2(196“)2, -2 (17;‘2)2/3.
An welcher Stelle x hat die Ableitung der Funktion f(x) = (x — 1) In (x) den Wert 1?

Losung:
Die Ableitung der angegebenen Funktion ist gegeben durch

f'(x) =In(x) + L.

Die gesuchte Stelle x ist dann eine Losung der Nullstellenaufgabe
In(x)+*1-1=0.

Die Funktion g(x) = In (x) + *>1 — 1 hat die Funktionswerte

X

g(1) = —1,¢(2) = 0,193 147 181.

Also muss nach dem Zwischenwertsatz im Intervall [1;2] eine Losung liegen, das zeigt auch
die Abbildung 13.3. Sie kdnnen Bisektion, Regula Falsi oder auch quadratische Interpolation

verwenden, es gilt x ~ 1,763 211 941.

A

Abbildung 13.3: Die Funktion g(x) = In (x) + ¥ — 1

Leiten Sie ab: e ¥ sin (wx), arcsin (1/x), arctan (x) + arccot (1) und arccos (1 — 2x).

Losung:

e ®(w cos (wx) — ksin (wx)) 1

11 2
’2 Vx(1-x)’ 1+x27 Vx(1—x

Bestimmen Sie die Ableitungen der Hyperbelfunktionen: sinh (x) = % und cosh (x)
X _p—X

Losung:

cosh(x), sinh(x)

Implementieren Sie das Newton-Verfahren und bestimmen Sie damit auf zwei und vier De-

zimalstellen genau die im Intervall [F; 7] liegende Losung von 5sin (x) = x.

Losung:

Wie bereits bei den Aufgaben 8 und 10 wird eine entsprechende Klasse abgeleitet. Diese hat

die folgende berechne-Funktion:
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18.

public double berechne () {
int counter=0;
double x, dx, fx;

x = startwert;
fx = funktion (x);

// Schleife flir die Iteration

while ((counter <= maxIter)&&
((Math.abs (fx)>=epsilon))) {
x = x — fx/ableitung(x);
fx = funktion (x);
counter++;
}
aktIter = counter;

return x;

}

Fiir die beiden gewiinschten Abbruchgenauigkeiten ¢ = 5-1072 und ¢ = 5- 10~* und Start-

wert x; = 7 erhdlt man dann die folgenden Ergebnisse:

Die berechnete L&sung des Newton-Verfahrens: 2.595856717362374
Die Abbruchgenauigkeit war 0.05.

Es wurden 2 Iterationen durchgefiihrt.

Der Funktionswert an der Ld&sung:

-6.203713029453439E-4.

Die berechnete L&sung des Newton-Verfahrens: 2.59573908305506
Die Abbruchgenauigkeit war 5.0E-4.

Es wurden 3 Iterationen durchgefiihrt.

Der Funktionswert an der Losung:

-1.795737869514369E-8.

Gesucht ist eine Losung der nichtlinearen Gleichung ¢>* — sin x —2 = 0 mit x > 0. Verwenden
Sie fiir die Regula Falsi die Startwerte xg = 0,x; = 1, fiir das Newton-Verfahren xo = 0, 25.

Vergleichen Sie die Ergebnisse!

Losung:

Die Startwerte fiir die Regula Falsi sind schlecht gewihlt. Wenn wie in der Losung von Aufga-
be 8 der Mittelpunkt des letzten berechneten Intervalls von der Regula Falsi zuriickgegeben
wird, dann erhilt man nach der maximalen Anzahl der Iterationen eine sehr schlechte Nahe-
rung. Das liegt daran, dass immer nur die linke Grenze verdndert wird im Verlauf des Ver-
fahrens. Diese liegt immer nédher an der gesuchten Nédherung, der Korrekturterm wird immer

Kkleiner.
Das Newton-Verfahren konvergiert schnell gegen eine Naherung:

Die berechnete L&sung der Regula Falsi: 0.4719103765419831

Die Abbruchgenauigkeit war 0.05.

Es wurden 10001 Iterationen durchgefiihrt.

Der Funktionswert an der Ldsung:

0.11519249547652777.

Die berechnete L&sung des Newton-Verfahrens: 0.4438497254104666
Die Abbruchgenauigkeit war 5.0E-4.

Es wurden 3 Iterationen durchgefiihrt.
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Der Funktionswert an der L&sung:
1.1460918404848641E-4.

19. Bestimmen Sie eine Approximation von f(x) = sin (2x) durch ein Polynom vom Grad 4 an

der Entwicklungsstelle xo = 7!

Losung:
p4(x):‘/7§+%(x—a)—§(x—a) —L(x—a)®+15V3(x —a)*.

20. Stellen Sie das Taylorpolynom fiir f(x) = In (%) auf und schétzen Sie das Restglied ab!

Losung:

Es gilt £(")(0) = (=2)"(n —1)! und f")(x) = {1(23({()),), Damit kann das Restglied abgeschatzt

2 n+1
werden durch % [x["".

21. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte: lim,_, M, limy—oo x(1 —cos (1)) und lim,_g sin (x) -

In (x).

Losung:
5,0;0

22. Untersuchen Sie die Funktionen f(x) = x> — 6x? +9x — 4, f(x) = 3xx_+’i 2 f(x) = sin® (x) +
cos®x, f(x) = & — 2 In (x + 1) auf Nullstellen, lokale Extrema, Wendepunkte, Kritmmung,
und skizzieren Sie den Graphen.

Losung:
So sollte es aussehen:

- -20
-7./5
10 -40

0.5 1 1.5 2 2.5 3

23. Berechnen Sie die Losung des Interpolationsproblems xog = 0,x; = 1,xp = 3,y = 0,y =
1, y, = 3 mit Hilfe der Lagrange-Polynome und des Newton-Algorithmus. Berechnen Sie die
Funktionswerte des Interpolationspolynoms an den Stellen x = 0,5 und x = 2, 5!

Losung:
Die Losung istp(x) = x; daraus miissen sich durch den Neville-Algorithmus die Funktions-
werte p(0,5) = 0,5und p(2,5) = 2,5 ergeben!
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24. Interpolieren Sie die Funktion In (x) durch ein quadratisches Polynom in den Stiitzstellen
x = 10,11, 12. Schitzen Sie den Interpolationsfehler an der Stelle x = 11,1 ab!

Losung:

p(x) =In10+ (x —10)(—In10 + In11 + 3 (x — 11)(In10 — 2In 11 + In 12)).

An der Stelle 11,1 ist der Fehler kleiner oder gleich 3, 31075, die dritte Ableitung von In auf
[10; 12] ist abschétzbar durch =5.

25. Interpolieren Sie die Funktion f(x) = e~ * durch Hermite-Interpolation an den Stellen xy =
0,3 und x1 = 0, 4. Bestimmen Sie den Fehler an der Stelle x = 0, 34!

Losung:
p(x) =0,7408(H3(t) —0,1H3(t)) + 0.6703(0, 1H3 (t) — H3(t)),.
Der Fehler an der Stelle 0,34 ist 1,694 92 - 10~7.

26. Implementieren Sie den Neville-Algorithmus und stellen Sie die Fehlerfunktion r(x) = f(x) —
Pyo(x) fur f(x) = e~3¥ im Intervall [0; 5] grafisch dar! Das Polynom Pjq soll durch die 11 Stiitz-
stellen x; = 0,5 - k,0 < k < 10 bestimmt werden.

Losung:

Es ist kein Programmierfehler, wenn Sie wie in Abbildung 13.4 die grofsen Abweichungen am
Rand erhalten, Diese Abweichungen ergeben sich durch den Runge-Effekt!

4

2-1073

1073%

[ — | L—~_ |
Y \\£

1

Abbildung 13.4: Die Fehlerfunktion r(x) = e~3* — Py (x) fiir Aufgabe 26

Der Neville-Algorithmus als Java-Funktion:

private static double eval (double z) {
int i, k;
doubleArraylD t = new doubleArraylD (N) ;

for (i=0; i<N; i++) {
t.set (i, y.get(i));
for (k=i-1; k>=0; k—-)
t.set (k, t.get (k+1)+
(t.get (k+1)-t.get (k))*(z—x.get (1)) /(x.get (1) -x.get (k)));
}

return t.get (0);
}

private static doubleArraylD x;
private static doubleArraylD y;
private static int N;



Kapitel 14

Integralrechnung

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.
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Erldutern Sie den Begriff des bestimmten Integrals!

. Wie lautet der Mittelwertsatz der Integralrechnung?

. Erldutern Sie den Begriff der Stammfunktion!

. Ist die Stammfunktion einer Funktion eindeutig bestimmt?

. Wie hangt das Integral einer stetigen Funktion von der oberen Integrationsgrenze ab?
. Wie lautet der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung?
. Was versteht man unter partieller Integration?

. Wie lautet die Substitutionsregel?

. Was ist ein unbestimmtes Integral?

. Was ist eine Quadraturformel?

. Was ist eine Rechtecksregel?

. Erldutern Sie die Trapezregel und ihre Herleitung!

. Erldutern Sie die Kepler’sche Fassregel und ihre Herleitung!

. Wie lautet die Simpson-Regel!

. Was versteht man unter einer Newton-Cotes-Formel?

. Erlautern Sie die Gauf$-Quadratur!

. Was ist eine gewohnliche Differenzialgleichung?

. Was versteht man unter einer allgemeinen, was unter einer speziellen Losung einer gewohn-

lichen Differenzialgleichung?

. Wie kann das Euler-Verfahren motiviert werden?
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20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

Erldutern Sie den Verlauf des Euler-Verfahrens!

Was ist ein Einschrittverfahren?

Wie ist der lokale Diskretisierungsverfahren eines Diskretisierungsverfahrens definiert?
Was ist die Konsistenzordnung eines Diskretisierungsverfahrens?

Wie ist der globale Fehler eines Diskretisierungsverfahrens definiert?

Welche Konsistenzordnung besitzt das Euler-Verfahren?

Welche Konvergenzordnung besitzt das Euler-Verfahren? Welche Voraussetzungen miissen
dafiir erfiillt sein?

Wie kann die Konvergenzordnung eines Diskretisierungsverfahrens visualisiert werden?
Was versteht man unter einem Differenzialgleichungssystem?

Was ist ein Vektorfeld?

Wie kann ein Differenzialgleichungssystem mit dem Euler-Verfahren geltst werden?
Erldutern Sie den bei einem Einzelschrittverfahren verwendete Ansatz!

Wie lautet das Verfahren von Heun?

Welche Quadraturformel liegt dem Verfahren von Heun zu Grunde?

Wie lautet das Verfahren von Runge-Kutta?

Welche Quadraturformel liegt dem Verfahren von Runge-Kutta zu Grunde?

Methodenfragen

1.

O &~ W N
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10.
11.
12.
13.

Bestimmte Integrale durch Grenzwerte von Summen berechnen kénnen.

. Fldcheninhalte durch bestimmte Integrale berechnen kdnnen.
. Die Stammfunktion einer gegebenen Funktion angeben kénnen.
. Mit Hilfe eines Richtungsfelds eine Stammfunktion skizzieren kénnen.

. Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung bestimmte und unbestimm-

te Integrale berechnen kénnen.

. Partielle Integration anwenden kénnen.
. Die Substitutionsregel anwenden kénnen.
. Entscheiden konnen, ob ein unbestimmtes Integral existiert.

. Ein existierendes unbestimmtes Integral berechnen kénnen.

Mit Hilfe von Quadraturformeln ein Integral anndhern kénnen.
Newton-Cotes-Formeln implementieren und anwenden kénnen.
Gauss-Legendre-Formeln anwenden und implementieren kénnen.

Fiir einfache gewohnliche Differenzialgleichungen die allgemeine und die spezielle Losung
angeben konnen.
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14. Das Euler-Verfahren anwenden und implementieren kénnen.
15. Den globalen Fehler eines Diskretisierungsverfahrens grafisch darstellen kénnen.
16. Das Heun-Verfahren anwenden und implementieren konnen.

17. Das Verfahren von Runge-Kutta anwenden und implementieren kénnen.

Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie iiber eine Grenzwertbetrachtung fiir die Unter- und Obersummen das be-
stimmte Integral tiber f(x) =4 — x?> vona = O nach b = 2.

Losung:

Fiir den Grenziibergang bilden wir Unterteilungen des Intervalls [0; 2] mit Schrittweite h =
%k- Das entspricht n = 2% und Xip1 — Xj = zk%l

Die Funktion f(x) = 4 — x? ist streng monoton fallend im Integrationsintervall; also ist die
Obersumme gegeben durch

M:

1 1 =,
Okzzfl f(xi,l):8—23ka:z.
i=1 i=1

Verwendet man die Summenformel

n
I
= nn+1)(2n+1)’
dann erhélt man fiir die Obersumme den Grenzwert 13—6. Analog ergibt sich der gleiche Grenz-
wert fiir die Untersumme.

2. Schitzen Sie die bestimmten Integrale [? e~*dx und 3r de nach unten und oben ab!
Losung:
Der Integrand ist monoton steigend, also werden Minimum und Maximum an den Randern
angenommen:

2 2
el < / e X dx <e?,
1

37T o
0< / SN < 0,137,
27 X

3. Skizzieren Sie das Richtungsfeld fiir die Funktion f(x) = —x% und einige mogliche Stamm-
funktionen. Vergleichen Sie Ihre Skizzen mit der exakten Stammfunktion!

Losung:
Die exakte Stammfunktion fiir das Richtungsfeld ist gegeben durch

F(x)=x"1+C.

In Abbildung 14.1 sehen Sie eine Skizze des Richtungsfelds und zwei eingezeichnete Losun-
gen.



14 Integralrechnung 174

Abbildung 14.1: Das Richtungsfeld fiir die Funktion f(x) = —% ; die linke Stammfunktion ist gegeben
durch den Anfangswert (—2,2), die Stammfunktion im ersten Quadranten ist gegeben durch den Startwert
(0,4,2)

4. Geben Sie die folgenden unbestimmten Integrale an: [(2¢¥ — 10%)dx, — [ a*dx, [(e' — 4!)dt,
[ 0 gy und [ 7 Ldx!

cos? (x)

Losung:

/(Zex - le)dx == ex - lnl(olxo) + C/

- [aar=g5 4 C

/(et —4hdt = et — 1n4(t4) +C,

1 — cos? (x) __ sin(x)—xcos (x)
/ cos? (x) x=""m 1O

/ﬁd’fz In(x=1)=In(x+1)) +C.

5. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale: [ (x — 1)dx, [3™ sin (x)dx, [{(x* — 4x)dx
55
und [7 dx!

Losung:

[6(x = )dx = 3,

J&7 sin (x)dx =0
JE(x? — 4x)dx = -9,

IG %dx:4

6. Berechnen Sie mit Hilfe der Substitutionsregel oder partieller Integration: [ ;- 83 _dx, [ —t—dx,

4x2 3342 xInx
[ oazdx, [ xe¥dx, [ 2% dx und [ e* sin xdx.

Losung:
/ 4x28x3§+2dx =In(2-3x+4x3)+C,

/ xln(x)dx =In(In(x))+C,
[ Saadx = 1 2tan (x2) +C,
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[xe¥dx =e*(x—1)+C,
fln(x)dx =1lln(x)"+C,

)2
[ €*sin (x)dx = —1e¥(cos (x) —sin (x)) + C

7. Bestimmen Sie eine Rekursionsformel fiir die Integrale I, = [3 x"e *dx.

Losung:
Der Startwert der Rekursion ist das Integral

1 0 1
10:/ e*xdx:/ etdx=1— ~.
0 -1 e

Dabei wurde die Substitution x = —x verwendet.

Partielle Integration fithrt dann fiir I, 11 zu
Iiy1=1—(n+1)I,.

8. Berechnen Sie die Flache, die vom Graphen der Funktion f(x) = x* — 5x + 6 und der x-Achse
im Intervall [1; b] eingeschlossen wird!

Losung:
Die Funktion hat Nullstellen in x = 2 und x = 3. Links von x = 2 und rechts von x = 3 ist
die Funktion oberhalb der x-Achse. In Abbildung 14.2 sehen Sie den Verlauf der Funktion mit
Definitionsbereich [1; 4].
Fiir ein b < 2 ist die Fldche oberhalb der x-Achse gegeben durch
1 5 23
A(b) = Zb° +6b — Sb* — —.
(&) 3 + 2 6
Fiir b = 2 erhélt man die Flache A(2) = 2.

Fiir ein b € (2; 3] muss das Vorzeichen fiir den Bereich von 2 bis b umgekehrt werden:

A(b) = /2f(x)dx— /bf(x)dx _2 —/b(x2 —5x+6)dx = —lb3 + §b2 —6b+ =
A 2 6 2 3 2 2
Fiir b = 3 erhélt man dann die Fliche A(3) = 1.

Rechts von x = 3 ist dann

b 1 5 7
— T3 _ T2 _
A(b) _1+/?; flx)dx = 2b° = Sb* +6b— 2.

Abbildung 14.2: Der Verlauf des Integranden in Aufgabe 8
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9. Berechnen Sie die Fliche zwischen den Graphen von f(x) = x + 1 und g(x) =

10. Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren: [° cos (x)dx, [,

11.

vall [0; 3]!

Losung:

e~ im Inter-

Beide Integranden verlaufen oberhalb der x-Achse; und schneiden sich im Punkt (0,1). Also

ist die gesuchte Flache gegeben durch

3
A:/ x—i—l—e"dx:[
0

1
x4+ =x% — e"]

2

3

0

17 1

2

Abbildung 14.3: Der Verlauf des Integranden in Aufgabe 9

dx und [5? -1 5!

It 5 5
|x2—4| \[

Losung:

Jo° cos ( x)dx existiert nicht;

o0

ool+2

dx existiert und hat den Wert 7;

dx existiert und hat den Wert 31/3,

fl \/T

fo dx existiert nicht,

32 1 s bl
0 de existiert und hat den Wert 10.

1—&-%2

dx,

Leiten Sie die Kepler’sche Fassregel durch Integration des quadratischen Interpolationspoly-

noms her!

Losung:

Die Stiitzstellen seien durch die dquidistanten Punkte x;_1, x; und x;;1 gegeben. Wenn die
Teilintervalle dquidistant sind, dann ist das Polynom mit & = x; — x;_1 = xj;1 — x; bestimmt

als

p) = fig + 1S

—Xxi1) +

fir1

—2fi+fia

2h?

(x = xi—1)(x = x;).
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Dann ist [y*! p(x)dx gegeben durch

Xit1 Xit1
[ pdx = fiy [

Jxi 4 v Xit1
. f Xi
+%/ H(x—xifl)dx
Xit+1
; 72 + . Xit+1
1 i 2;{; : 1/x (% = xi—1) (x — x;)dx.

i+1
Alle Integrale konnen mit der Substitution u = x — x;_1 gelost werden es ist dann

Xit+1

[ e =205 = i, [ = ) - xdx = S~ 26+ i)

i+1 Xit+1
Addiert man diese drei Ergebnisse, ergibt sich die Fassregel.

12. Néhern Sie die Integrale 3 v/3x + 4dx und ¢ 4v/1 — x2 dx mit der Trapez- und der Simpson-
regel an und vergleichen Sie die Ergebnisse mit den exakten Werten!

Losung:
Die Stammfunktion von [ v/3x 4 4 dx finden Sie als Beispiel fiir die Anwendung der Substi-
tutionsregel im Buch. Es ist

/\/3x+4dx: %(33{—1—4)%.

Fiir das bestimmte Integral gilt dann I ~ 2,337 835.

Die Trapezregel mit n = 2 ergibt die Néherung 2,322 875 656. Fiir n = 5 und der Zerlegung
xo = 0,x; = 1 ergibt sich die Naherung 2,336 883 252.

Fiirn = 11 und h = £; erhdlt man 2,337 682 861.

Die Fassregel ergibt die Naherung 2,337 763 805.

Fiir k = 2 und h = 0, 25 ergibt die Simpson-Regel die Naherung 2, 337 830 413.

k =5und h = 0,1 bei der Simpson-Regel ergibt 2,337 835 241.

Die exakte Losung des zweiten Integrals ist 7, Sie finden die Integration wiederum als Bei-
spiel der Substitutionsregel; das Ergebnis ist die Fldche eines Kreises mit Radius 1.

Die Trapezregel fiir n = 2 ergibt die Naherung 2, n = 5 ergibt 2,995709 068, n = 11 die
Néherung 3,104 518 326.

Die Fassregel ergibt die Naherung 2,976 067 743; k = 2 die Naherung 3, 083 595 155 und
k =5 die Ndherung 3,127 008 159.

Implementierungen in Java finden Sie in der Lésung der Aufgabe 14 auf Seite 178!
13. Berechnen Sie das Integral f11,b355 f(x)dx mit Hilfe der Simpson-Regel, falls fiir f die Werte in
Tabelle 14.1 bekannt sind!
Tabelle 14.1: Wertetabelle fiir Aufgabe 13

X 1,05 1,10 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35
f(x) 2,3 2,5 2,74 3,04 3,46 3,98 4,6

Losung:
Die Nédherung durch die Simpson-Regel fiir k = 3 und & = 0, 05 ist 0,957 333 333.
Die Implementierung in Java finden Sie in der Losung der Aufgabe 14 auf Seite 178!
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14. Implementieren Sie verschiedene Newton-Cotes-Formeln und die Gaufi-Quadratur in der
Programmiersprache Ihrer Wahl und testen Sie die Implementierung an Hand des Integrals

fog x?(x% — 2) sin (x) dx!

Losung:
Die Stammfunktion von [ x?(x? — 2) sin (x) dx ist gegeben durch

—(28 — 14x% + x*)) cos (x) + 4x(—7 + x?) sin (x)).
Das bestimmte Integral ergibt sich dann als

i 3
/ " ¥2(x2 — 2)sin (x) dx = 28 — 147 + % ~ —0,479 159.
JO

Die Trapezregel ergibt die folgenden Néaherungen: fiir n = 3 —0,020 944909, fir n = 5
—0,361461 274 608 und fiir n = 10 —0, 455 783 021 609.

Die Simpson-Regel ergibt die folgenden Naherungen: bei der Fassregel erhélt man —0, 329 850 875,
fiir k = 2 die Naherung —0, 474 966 73 und fiir k = 5 die Naherung —0,479 079 334.

Gauss-Legendre mit n = 2: —0, 583 495 559,; Gauss-Legendre mit n = 3: —0, 473 832 940, mit
n = 10 (die Gewichte und Stiitzstellen finden Sie im Buch) erhélt man —0,479 158 453.

Bei der Implementierung in Java wird zuerst eine abstrakte Oberklasse implementiert, das fiir
besetzte Gewichte und der fest implementierten Funktion der Aufgabe in der berechne ()-
Funktion die Quadraturformel bildet. Die Gau8-Legendre-Quadratur tiberschreibt diese Funk-
tion.

// quadraturFormel. java
// Virtuelle Oberklasse filir die Algorithmen filr
// Quadraturformeln.

/) ==========================================================
//Autor: Manfred Brill
//Letzte Anderung: 14. 11. 2004
/) ==========================================================

public abstract class quadraturFormel {

protected double a, b; // Integrationsgrenzen
protected int n; // Anzahl der Stlitzstellen
protected double h; // Schrittweite

protected double yI[]; // Funktionswerte
protected double w[]; // Gewichte

protected quadraturFormel () {

a = 0.0;

b =1.0;

n = 3;

h = (b-a)/ (double) (n-1);
y = new double[n];

w = new double[n];

}

protected quadraturFormel (double aa, double bb, int nn) {
a = aa; b = bb;

= nn;

= (b-a)/ (double) (n-1);

new double[n];

= new double[n];

3 < e B
Il
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Und hier das verwendete Hauptprogramm fiir die Berechnungen:
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solution = quad.berechne () ;
System.out.println (

"Die berechnete L&sung der Trapez-Regel fir n

}

public static void simpson () {
double solution=0.0;
int n=11;

simpsonRegel quad = new simpsonRegel (0.0,

solution = quad.berechne () ;
System.out .println (

"Die berechnete Losung der Simpson-Regel fiir n = "+n+":
}
public static void gauss () {

double solution=0.0;

int n=10;

gaussLegendre quad = new gaussLegendre (0.0,

solution = quad.berechne () ;
System.out.println (

= "4+n+":

"+solution) ;

Math.PI/2.0, n);

"+solution) ;

Math.PI/2.0, n);

"Die berechnete L&sung der Gauss-Legendre-Quadratur fir n = "+n+": "

+solution) ;

15. Verwenden Sie Thre Implementierungen und Ergebnisse aus Aufgabe 14, um die Fehler der
Newton-Cotes-Formeln in einer doppelt-logarithmischen Darstellung aufzutragen! Welche

16.

Form muss die Kurve besitzen?

Losung:

Die Ordnung der Quadraturformel ist die Steigung der Geraden, falls eine doppelt-logarit-
mische Skala verwendet wird. Es ist e(h) = ChP(b — a)fP)(&). Durch Logarithmieren auf
beiden Seiten erhilt man eine Gerade mit Steigung p. Abbildung 14.4 zeigt das grafische Er-
gebnis, Tabelle 14.2 die numerischen Resultate.

Tabelle 14.2: Die numerischen Ergebnisse fiir Trapez- und Simpson-Regel fiir Aufgabe 15

n h Trapez-Regel Simpson-Regel
2 1,0 1,409-10"1 4,789.10!
3 0,5 3,565-10"2 5,793-10~*
5 0,25 8,940-107% 3,701-107°
9 0,125 2,237-1073%  2,326-10°°
17 0,0625 5,593-107% 1,456-10"7
33 0,03125 1,398-107* 9,103-10"°
65 0,015625 3,496-107> 5,69-10"10

Bestimmen Sie fiir das Anfangswertproblem y’ = y + 2, y(0) = 1 eine Néherung fiir y(2)
durch die Verfahren von Euler, Heun und Runge-Kutta mit Schrittweite i = 1!

Losung:

Die exakte Losung des Anfangswertproblems ist gegeben durch y(x) = —2 4 Ce*; mit dem

Anfangswert ist dann y(x) = —2 + 3e*.
Die exakte Losung ist y(2) ~ 20, 167.
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10-0 1 Fehler

101+
1072+
10-3L Trapez-Regel
1074+
1054
1076+
1077+ Simpson-Regel
1078+
1077+
10710+

1073 1072 10~! 1070

T T T T

Abbildung 14.4: Die Fehler bei Trapez- und Simpson-Regel in einer doppelt-logarithmischen Skala fiir Auf-
gabe 15

17.

Das Euler-Verfahren mit # = 1 berechnet die Néherung y, = 10, 0; Heun berechnet y, =
16, 75; Runge-Kutta berechnet v, = 20, 005.

Implementieren Sie das Euler-, das Heun- und das Runge-Kutta-Verfahren in der Program-
miersprache Threr Wahl und testen Sie Ihre Implementierung an Hand des Anfangswertpro-
blems ¥ = y+2,y(0) = —1 und ¥ = ¢** — 2y, y(0) = 1 auf dem Intervall [0;2]. Skizzieren
Sie Thre Ergebnisse, und erstellen Sie eine doppelt-logarithmische Darstellung der globalen
Fehler!

Losung:
Die exakte Losung des Anfangswertproblems

V' =y+2,y(0) = -1
isty(x) =e* —2.
Die exakte Losung des Anfangswertproblems

y = —2y,y(0) =1
ist gegeben durch

_ 1 2x 3 —2x
y(x) = 46 +4e
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~

Abbildung 14.5: Ergebnis des Euler-Verfahrens (n = 17) fiir Aufgabe 17, ' = y + 2. Die berechnete Nihe-
rung ist fett dargestellt.

/ i T T T -

Abbildung 14.6: Ergebnis des Heun-Verfahrens (n = 17) fiir Aufgabe 17, ¥’ = y + 2. Die berechnete Nihe-
rung ist fett dargestellt.

mit y(2) ~ 13, 663.
In den Abbildungen 14.5, 14.6 und 14.7 sehen Sie die Ergebnisse fiir die rechte Seite f(x,y) =

y + 2; in den Abbildungen 14.8, 14.9 und 14.10 die fiir die rechte Seite f(x,y) = e** — 2y. Die
Losungen wurden mit dem folgenden Java-Code berechnet:

// einzelschrittVerfahren. java
// Virtuelle Oberklasse filir die Algorithmen fir
// Einzelschrittverfahren.

//Autor: Manfred Brill
//Letzte Anderung: 14. 11. 2004
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AR

Abbildung 14.7: Ergebnis des Runge-Kutta-Verfahrens (n = 17) fiir Aufgabe 17, ¥’ = y + 2. Die berechnete
Naherung ist fett dargestellt.
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Abbildung 14.8: Ergebnis des Euler-Verfahrens (n = 17) fiir Aufgabe 17, ' = ¢?* — 2y. Die exakte Losung

ist fett dargestellt

In Abbildung 14.11 finden Sie die globalen Fehler fiir diese Verfahren und der rechten Seite
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Abbildung 14.10: Ergebnis des Runge-Kutta-Verfahrens (n = 17) fiir Aufgabe 17, y' = e?¥ — 2.

f(x,y) = y + 2 in doppelt-logarithmischer Darstellung.

// Das Heun-Verfahren
public class heunVerfahren extends einzelschrittVerfahren ({



14 Integralrechnung 192

10-0 1 Fehler
1071+
1072+
1073+
1074+
1075+
1076+
1077+
1078+
1077+
1010+
1073 1072 107! 107°

Abbildung 14.11: Die globalen Fehler bei Euler-, Heun- und Runge-Kutta-Verfahren fiir f(x, y) = y +2in
einer doppelt-logarithmischen Skala fiir Aufgabe 17
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x[i] = x[i-1]+h;
y[i] = y[i-1] + (h/2.0)* (k1+k2);

}

// Das Runge-Kutta-Verfahren
public class rungekuttaVerfahren extends einzelschrittVerfahren {
public rungekuttaVerfahren (double aa, double bb, double yy, int nn) {
a = aa; b = bb;

n = nn;
h = (b-a)/ (double) (n-1);
y0 = yy;

x = new double[n];

y = new double[n];

}

public void berechne () {
int 1i;

double k1, k2, k3, k4, hh=h/2.0;

x[0] = a;
y[0] = yO;

for (i=1; i<n; i++) {
k1l = funktion(x[i-1], y[i-11);
k2 = funktion (x[i-1]+hh, y[i-1]+hhxkl);
k3 = funktion(x[1-1]
[i-1]

k4 = funktion (x

1
1
1]+hh, y[i-1]+hhxk2);

1]+h, y[i-1]+h*k3);

x[1] = x[1-1]+h;

y[i] = y[i-1] + h*(k1l/6.0+k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0);

18. Skizzieren Sie die Vektorfelder f(x,y) = (y,x), f(x,y) = (—x,2y), f(x,y) = \/%(y, —x)
24y

und f(x,y) = (y* — 2xy, 3xy — 6x2)!

Losung:
Die Skizzen finden Sie in den Abbildungen 14.12 bis 14.15.

19. Erweitern Sie Ihre Implementierung der Einzelschrittverfahren, sodass Sie damit Differenzial-
gleichungssysteme 16sen kénnen. Nghern Sie damit das System mit dem Vektorfeld f(x, y) =
(=y,x) und (y1(0) = 1,y2(0) = 0) an. Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit den Abbildungen
14.16 und 14.20!

Losung:
Sie sollten einen geschlossenen Kreis beim Euler-Verfahren nur bei kleinen Schrittweiten er-
halten.

Hier die Implementierung in Java:

// einzelschrittVerfahren2D. java
// Virtuelle Oberklasse filir die Algorithmen fir
// Einzelschrittverfahren zur L&sung eines
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Abbildung 14.15: f(x,y) = (y* —

2xy,3xy — 6x2)

e e e
//Autor: Manfred Brill
//Letzte Anderung: 14. 11. 2004
e e R
public abstract class einzelschrittVerfahren2D {
protected int n; // Anzahl der Schritte
protected double h; // Schrittweite
protected double x0, y0; // Anfangswert
protected double x[]1,y[]; // Ergebnisvektoren des Verfahrens
protected einzelschrittVerfahren2D () {
n = 3;
h =0.1;

x0 = 0.0; y0 = 0.0;

x = new double[n];

y = new double[n];
}

protected einzelschrittVerfahren2D (double xx, double yy,
int nn, double delta) {
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}

public double ySchritt (double x, double y) {
double k1, k2, k3, k4, hh;

hh = h/2.0;

k1l = funktiony(x, Vy);

k2 = funktiony (x+hh, y+hhxkl);
k3 = funktiony (x+hh, y+hhxk2);
k4 = funktiony (x+h, y+hxk3);

return y + hx(k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0);

20. Das Rauber-Beute-Modell nach Lotka-Volterra beschreibt die Grofie der Beute-Population 4
und der Réduberpopulation y, iiber die Zeit. Das Modell ist gegeben durch das Differenzial-
gleichungssystem

ya(8) = 10y1(6)(1 = y2(1)), yo(t) = y2() (y2(t) = 1).

Verwenden Sie Thre Implementierung der Einzelschrittverfahren fiir die Anfangswerte i1 (0) =
3, ¥2(0) = 1 und vergleichen Sie Ihre Ergebnisse!

Losung:

In Abbildung 14.16 sehen Sie die mit Runge-Kutta berechneten Paare (y1, y2). Die Abbildung
14.17 zeigt die y1- und y,-Werte iiber der Zeitachse aufgetragen. Fiir die Losung wurde der
Code aus Aufgabe 19 verwendet.

Abbildung 14.16: Das Rauber-Beute-Modell mit Runge-Kutta, # = 0,01 und n = 1 600

n

t

Abbildung 14.17: Die berechneten y; und y,-Werte tiber der Zeitachse



Kapitel 15

Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik

Verstindnisfragen

Sachfragen

1.
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Erldutern Sie den Begriff der absoluten und relativen Haufigkeit einer Stichprobe!

. Erldutern Sie den Begriff der Klassenhdufigkeit in der beschreibenden Statistik!
. Erldutern Sie den Begriff der Summenhéufigkeit!

. Erldutern Sie den Begriff der empirischen Dichte!

. Erldutern Sie den Begriff des Modalwerts!

. Erldutern Sie den Begriff des arithmetischen Mittels!

. Erldutern Sie den Begriff des geometrischen Mittels!

. Erldutern Sie den Begriff der Spannbreite, der Varianz und der Standardabweichung!
. Was versteht man unter einer Kontingenztabelle?

. Was ist die Stichproben-Kovarianz?

. Wie ist der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient definiert?

. Was ist eine Ereignis-Algebra?

. Erldutern Sie den Ansatz der Laplace-Wahrscheinlichkeit!

. Was ist eine geometrische Wahrscheinlichkeit?

. Was ist ein Wahrscheinlichkeitmafs?

. Was versteht man unter einem Wahrscheinlichkeitsraum?

. Was ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit?

. Was sagt der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit aus?
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19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.

Wie lautet der Satz von Bayes?

Wann sind zwei Ereignisse unabhingig?

Was ist eine Zufallsvariable?

Was ist eine Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen?

Welche Eigenschaften hat eine Verteilungsfunktion?

Was ist eine diskrete Zufallsvariable?

Was ist eine stetige Zufallsvariable?

Erldautern Sie den Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte einer stetigen Zufallsvariablen!
Gibt es fiir eine stetige Zufallsvariable Ereignisse, die fast unmoglich sind?

Wie ist der Erwartungswert einer Zufallsvariablen definiert?

Wie ist die Varianz und die Standardabweichung einer Zufallsvariablen definiert?

Welche Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariablen kennen Sie?
Wann sind zwei Zufallsvariablen unabhédngig?

Erldutern Sie den Korrelationskoeffizienten zweier Zufallsvariabler!

Wann sind zwei Zufallsvariable unkorreliert?

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Unabhéngigkeit und Unkorreliertheit!

Wie lautet die Ungleichung von Tschebyscheff?

Was ist ein Quantil einer Zufallsvariablen?

Nennen Sie wichtige diskrete und stetige Verteilungen!

Was ist eine Bernoulli-Variable?

Erldutern Sie Verteilungs- und Dichtefunktion der Normalverteilung!

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen N(0, 1) und einer beliebigen N(u, 0)-Verteilung!
Was ist ein ko-Bereich?

Wie lautet das schwache Gesetz der grofsen Zahlen?

Was ist eine erwartungstreue Punktschédtzung?

Was ist eine asymptotisch erwartungstreue Punktschatzung?

Nennen sie Beispiele fiir erwartungstreue und asymptotisch erwartungstreue Punktschétzer!

Erldutern Sie das Maximum-Likelihood-Prinzip!
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Methodenfragen

1.
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Die empirische Dichte und die absoluten und relativen Haufigkeiten einer Stichprobe berech-
nen kénnen.

Fiir eine Stichprobe Klassen bilden koénnen.

Summenhéufigkeiten berechnen kénnen.

Modalwert und Mittelwerte einer Stichprobe berechnen kénnen.

Spannbreite, Varianz und Standardabweichung einer Stichprobe berechnen kénnen.

Ein Kontingenztabelle fiir eine zweidimensionale Stichprobe aufstellen konnen.
Stichproben-Kovarianz und Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient berechnen kénnen.
Ein Streuungsdiagramm erstellen und interpretieren konnen.

Fiir ein Zufallsexperiment eine geeignete Ereignis-Algebra konstruieren konnen.

Nachweisen kénnen, dass eine gegebene Menge eine Ereignis-Algebra darstellt.

. Laplace-Wahrscheinlichkeiten bestimmen konnen.

. Die Rechenregeln fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ anwenden kénnen.

. Bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnen und anwenden kénnen.

. Uberpriifen kénnen, ob zwei gegebene Ereignisse unabhingig sind.

. Verteilungs- und Dichtefunktionen von Zufallsvariablen anwenden und bestimmen kénnen.
. Wahrscheinlichkeiten fiir Zufallsvariable berechnen kénnen.

. Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung einer Zufallsvariablen berechnen kénnen.
. Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariablen anwenden konnen.

. Zufallsvariable auf Unabhéngigkeit tiberpriifen konnen.

. Den Korrelationskoeffizienten bestimmen und interpretieren konnen.

. Die Ungleichung von Tschebyscheff anwenden kénnen.

. Quantile bestimmen kénnen.

. Mit diskreten und stetigen Verteilungen arbeiten kénnen.

. Die typischen Anwendungsbereiche diskreter und stetiger Verteilungen kennen.

. Mit der Normalverteilung arbeiten kénnen.

. ko-Bereiche der Normalverteilung bestimmen kénnen.

. Punktschétzer anwenden und einschitzen konnen.

. Das Maximum-Likelihood-Prinzip anwenden kénnen.
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Ubungsaufgaben

1. Die folgenden Daten stellen eine Stichprobe einer Umfrage iiber das Alter von Eigenheimen
in Jahren dar:

82,70,69,19,71,70,13,70,70,23, 62,53, 32,65, 66,55,79,15,21, 69

59,18,21,66,72,19,65,57,24,71,51,50, 82,13, 13,82, 82,54, 64, 36.

Stellen Sie die relativen und absoluten Haufigkeiten grafisch dar und bestimmen Sie die La-
geparameter der Stichprobe!

Losung:

Modalwerte fiir die Stichprobe sind die Ausprdagungen 70 und 82. Das arithmetische Mittel
der Stichprobe ist gegeben durch ¥ = 51, 825, der Median durch ,,ed = 60, 5. Das geometri-
sche Mittel der Stichprobe ist gegeben durch x, = 44, 52.

Die absoluten Haufigkeiten finden sie in Abbildung 15.1, die relativen Haufigkeiten in Abbil-
dung 15.2 und die empirische Verteilungsfunktion in Abbildung 15.3!

Absolute Haufigkeiten
4
3 -
2 - -
1 1 - . N =w 0 0 0 0000 0 o o~ W N W . a 0
0
13 15 18 19 21 23 24 32 36 50 51 53 54 55 57 59 62 64 65 66 69 70 71 72 79 82

Abbildung 15.1: Die absoluten Haufigkeiten fiir die Daten in Aufgabe 1

2. Bestimmen Sie die relative Héufigkeit und die relative Summenhéufigkeit fiir eine Klassen-
breite von w = 50 fiir die Lebensdauer-Stichprobe auf Seite 401, und stellen Sie diese grafisch
dar!

Losung:
Die relative Klassenhéufigkeiten bei Klassenbreite 50 finden Sie in Abbildung 15.4; die relati-
ve Summenhéufigkeit in Abbildung 15.5.

3. Bestimmen Sie die Lage- und Streuungsparameter fiir die Daten der der Lebensdauer-Stichprobe
auf Seite 401 und der Stichprobe aus Aufgabe 1!
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Relative Haufigkeiten

0,1 _

0,0
13 15 18 19 21 23 24 32 36 50 51 53 54 55 57 59 62 64 65 66 69 70 71 72 79 82

Abbildung 15.2: Die relativen Haufigkeiten fiir die Daten in Aufgabe 1

Empirische Verteilungsfunktion
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Abbildung 15.3: Die empirische Verteilungsfunktion fiir die Daten in Aufgabe 1

Losung:
Die Ergebnisse fiir die Stichprobe der Lebensdauern auf Seite 401:

X ~ 313,166, xg ~ 266, 85, x;,, = 325. Die Spannbreite ist 470, die Varianz s2 ~ 21283,59 und
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Relative Klassenhaufigkeiten bei Klassenbreite 50
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Abbildung 15.4: Die relativen Haufigkeiten fiir die Daten in Aufgabe 2

Relative Summenhaufigkeit bei Klassenbreite 50
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Abbildung 15.5: Die relativen Summenhaufigkeiten fiir die Daten in Aufgabe 2

die Standardabweichung s ~ 145, 89.

Fiir die Stichprobe in Aufgabe 1 sind die Lageparameter: Modalwerte fiir die Stichprobe sind
die Auspragungen 70 und 82. Das arithmetische Mittel der Stichprobe ist gegeben durch x =
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51,825, der Median durch x,,,; = 60,5. Das geometrische Mittel der Stichprobe ist gegeben
durch Xg = 44,52,

Die Spannbreite der Stichprobe ist 6, die Varianz s* ~ 560, 507 und die Standardabweichung
ist s &~ 23, 675.

4. Weisen Sie nach, dass der Median einer Stichprobe mit # Werten die Gleichungen

L o =
; [Xi—Xpeal =0 e = %

erfullt!

Losung:

Nehmen wir einmal an, dass es eine gerade Anzahl von Stichproben gibt. Dann war x,,,; =
%(xk + Xg41) mitk = 7. In der ersten Summe ist fiir alle Indices mit i < k der Summand gleich
—1, fiir die restlichen Summanden ist der Wert konstant 1, und die Summe ist ingesamt Null.

Ist die Anzahl der Stichproben n ungerade, dann war der Median gegeben durch die Zahl
Xpmed = Xk Mitk = ”zil Fiir diesen Index ist der Summand 0; die Summanden mit i < k sind
wieder alle —1, die Summanden mit i > k sind 1; und es gibt genauso so viele Summanden
mit —1 wie mit 1.

Die zweite Gleichung fiir den Median folgt aus

n Xi n Xmed —Xi
X _ i=1 |xi_xmed‘ — i=1 ‘xi_xmed| =0
med 7 1 n 1 .
=1 [x—Xe4] =1 [x— X4

Auf der Basis beider Gleichungen kann eine Berechungsroutine fiir den Median ohne Sortie-
ren der Stichprobe aufgestellt werden. Beispielsweise kann das Bisektionsverfahren fiir die
Bestimmung der Nullstelle eingesetzt werden.

5. Weisen Sie nach, dass das arithmetische Mittel fiir eine Stichprobe mit n Werten die Funktion

Y (x; — x)? minimiert!

Losung:
Fiir die Funktion f(x) = Y, (x; — x)? ist die erste und die zweite Ableitung gegeben durch

fl(x) = -2 iixi + 2nx, f'(x) = 2n.

Fiir ein lokales Extremum der Funktion f muss f'(x) = 0 erfiillt sein. Die Nullstelle der ersten
Ableitung ist gegeben durch

n 1 n
2nx=2) xi&x=—
ErerTa i
Die zweite Ableitung f”(x) = 2n > 0 ist immer positiv, also ist X ein lokales Minimum!

6. Bestimmen Sie die Streuungsparameter fiir die Daten der Lebensdauer-Stichprobe auf Seite
401 und der Stichprobe aus Aufgabe 1!

Losung:
Die Losung finden Sie in der Losung von Aufgabe 3!
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7. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Gruppe von 60 Personen zwei Personen am

10.

gleichen Tag Geburtstag haben?

Losung:

Auf Seite 408 finden sie im Beispiel die Berechnung fiir den Fall von n = 30 Personen; dort
war die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben (bei 365
Tagen im Jahr) p = 0,706 = 1 —0,294.

Jetzt ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Personen an einem verschiedenen Tag Geburtstag
haben gegeben durch

e %
(A%) = 5285~ ~0,005877.

Daraus ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit als

P(A) =1— P(A%) ~ 0,994 123.

. Weisen Sie nach, dass fiir zwei unabhéngige Ereignisse A und B auch A° und B¢ sowie A und

B unabhingig sind!

Losung:
Es gilt
A=(ANB)U(ANB),

und damit folgt aus den Wahrscheinlichkeitsaxiomen und der vorausgesetzten Unabhédngig-
keit von A und B
P(A) =P(ANB)+ P(ANB‘) = P(A)P(B) + P(AN B
und damit
P(ANB‘) =P(A)(1—-P(B)) = P(A)P(B).
Dann sind A und B¢ unabhingig.

Wenn Sie in dieser Herleitung A durch A° ersetzen erhalten Sie die Unabhéangigkeit von A°
und B und auch von A¢ und B°.

. Weisen Sie nach, dass fiir eine Zufallsvariable P(X € [u—30;u+30]) > 8 und P(X €

(1 —4o; p+40]) > 12 gilt!

Losung:
Allgemein gilt, das P(x € [u—ko; u+ ko) > 1 — kiz Alsoist P = 8 fiirk = 3und P = P fiir
k=4.

Fiir welchen Wert von a ist die Funktion f(x) = a(x — 1) fiir x € [1;3] und f(x) = 0 sonst
Dichtefunktion einer Zufallsvariablen X? Bestimmen Sie die zugehorige Verteilungsfunktion,
P(X > 2), E(X), Var(X), das 75%- und das 90%-Quantil!

Losung:

Fiir eine Dichtefunktion muss

o0
| fnar=1
erfiillt sein. Fiir die gegebene Funktion f folgt daraus die Bedingung
3
a / (x—1)dx=1
1

und a =

Nl—
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11.

Dann ist die Verteilungsfunktion gegeben als

0 —oco <t <1,
Fx(t) =< 3(t—1)2 1<t<3,
1 t>3.

Dann ist 3

Der Erwartungswert ist gegeben als

1 r3
E(X) =5 [ x—1dx =2,
die Varianz als L ; )
- - N2y ==
Var(X) = 2/1 (x 3) (x—1)dx 5
Das 75%-Quantil ¢ 75 ist gegeben als Losung der Gleichung
Fx(to,75) = 0,75.

Dadurch ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir to 75 und die Losung tg 75 = 1+ /3.

to,9 ist gegeben als Nullstelle der entsprechenden quadratischen Gleichung mit rechter Seite
0,9 als t0’9 =~ 2,64.

Weisen Sie nach, dass die Varianz einer geometrischen Verteilung durch Var(X) = 1;—2” gege-
ben ist.

Losung:
Wie im Fall des Erwartungswerts der geometrischen Verteilung auf Seite 426 kann hier die
zweite Ableitung der geometrischen Reihe als Potenzreihe verwendet werden. Es gilt also

igl=——o Y i-(i-1)g %= :
LU S a g YT  ap
Die Varianz ist gegeben durch
Var(X) = E(X?) — (E(X))?,

also miissen wir zuerst E(X?) bestimmen. Es gilt
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Dann folgt
2—-p 1 1-p
Var(X) = E(X?) — (E(X))* = - — = .
(X) = E(X7) = (E(X)) R ]

12. Bei der Produktion eines Speicherbausteins sind im Durchschnitt 5% Ausschuss. Die Los-
grofie betragt 200 Stiick. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe von 20
Stiick genau 5 Bausteine Ausschuss sind, dass alle verwendbar oder hochstens 2 Bausteine
defekt sind? Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz dieser Verteilung!

Losung:
Es handelt sich um einer relativ kleine Stichprobe, das gezogene Stiick wird nicht in die
Grundgesamtheit zuriickgelegt; dann verwenden wir die hypergeometrische Verteilung.

Wir verwenden eine Hyp(200; 10, 20)-Verteilung. Dann ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit,
dass in der Stichprobe genau 5 Stiick Ausschuss sind

( 150 ) ( 11950 )
( 22000

Ps = ~ 0,001 028.

Die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 20 gezogenen Stiicken genau 5 Ausschuss sind betragt
rund 0, 1%.

Dass alle verwendbar, also kein Ausschuss in der Stichprobe ist, hat die Wahrscheinlichkeit
10 90
() (50)

200
( 20

Py = ~ 0,339 78.

Die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 2 Stiick Ausschuss sind ist gegeben durch

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)~0,93471.

Der Erwartungswert ist E(X) = n = 1, die Varianz ist Var(X) = n2 (1 — ¥)¥=2 ~ 0, 859.

13. Weisen Sie nach, dass fiir eine P(A)-verteilte Variable Var(X) = A gilt!

Losung:
Fiir den Erwartungswert gilt E(X) = A. Dann gilt

[
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14. Bei der Produktion von Stoff sind im Durchschnitt auf 100m 10 Fehler enthalten. Der Stoff
wird zur Weiterverarbeitung in Abschnitte von jeweils 3m zerschnitten. Wie grofs ist die
Wahrscheinlichkeit, dass in einem Abschnitt kein Fehler enthalten ist?
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Losung:
Im Durchschnitt ergeben sich
% = 0,1 Fehler pro Meter.
Fiir einen Abschnitt von 3 Meter folgt dann, dass es
m
—=A=0,3
"N

Fehler pro Abschnitt gibt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Abschnitt von 3 Metern keinen Fehler aufweist ist dann ge-
geben durch eine P(0, 3)-Verteilung mit
0,3° 03
P(X=0) = or ¢ ~ 0,741.
15. Stellen Sie die Poisson-Verteilung fiir A = 9, n = 1000 und A = 1, n = 200 als Stabdiagramm
dar!

Losung:

In Abbildung 15.6 finden Sie das Stabdiagramm fiir A = 9, Abbildung 15.8 den Fall A = 1.
Man erkennt gut, dass im Fall A = 1 die Verteilung unsymmetrisch ist. Mit wachsendem A
wird die Verteilung immer ,symmetrischer”.

Wie bereits im Buch vermerkt ist die Poisson-Verteilung eine gute Approximation einer Bi-
nomialverteilung. In der Aufgabenstellung ist neben A auch ein Wert fiir n gegeben; daraus
ergibt sich fiir die Binomialverteilung p = % = 1(?% bzw. p = % = 1(}%. In den Abbildungen

15.7 und 15.9 finden Sie die Stabdiagramme fiir diese Binomialverteilungen.

y

0,1

0,05

1 23 45 67 89 1011 1213 1415 1617 1819 20
Abbildung 15.6: Das Stabdiagramm der Poisson-Verteilung mit A = 9 fiir Aufgabe 15

16. Weisen Sie nach, dass fiir eine E(A)-verteilte Zufallsvariable E(X) = } und Var(X) = % gilt!

Losung:
Der Erwartungswert einer E(A)-verteilten Zufallsvariablen X ist gegeben durch das Integral

E(X) = /  Ae Mdx.
0
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0,1

0,05

1 23 45 67 89 1011 1213 1415 1617 1819 20
Abbildung 15.7: Das Stabdiagramm der Binomial-Verteilung mit A =9, n = 1000 und p = % fiir Aufgabe
15

0,3

0,2

0,1

01 23 45 6
Abbildung 15.8: Das Stabdiagramm der Poisson-Verteilung mit A = 1 fiir Aufgabe 15

Dieses Integral kann mit Hilfe von partieller Integration bestimmt werden. Dazu wéhlen wir
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0,3

0,2

0,1

1.
01 23 45 6

Abbildung 15.9: Das Stabdiagramm der Binomialverteilung mit A = 1,7 = 1000 und p = 1(}% ftir Aufgabe

15

17.

f(x) = x,alsoist f'(x) = 1 und ¢'(x) = Ae ™, dann ist g(x) = —e .
o0
E(X) = / xAe Mdx
0

(e e]
= [—xef/\x]zo—i—/ e Mdx
0
A 0
_1

A

Fiir die Bestimmung der Varianz berechnen wir E(X?), wieder mit partieller Integration:

E(X?) :/ x*Ae Mdx

0

o0

= {xze*)\xro +2/ xe Mdx

0 0
_21_2
A AN
Dann ist die Varianz gegeben durch

2 1 1

Var(X) = E(X*) — E(X)* = ET 2=

Erfahrungswerte zeigen, dass die Reparaturzeit eines PCs in einem Unternehmen exponenti-
ell verteilt ist. Die mittlere Reparaturzeit betragt 4 Stunden. Wie grofs ist die Wahrscheinlich-
keit, dass fiir einen PC zwischen 5 und 8 Stunden, hochstens 10 Stunden und mindestens 3

Stunden benétigt werden?

Losung:

Wir miissen in einem ersten Schritt den Parameter A der angenommenen Exponentialvertei-
lung bestimmen. In der Aufgabenstellung finden Sie den Erwartungswert, ndmlich 4 Stunden
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18.

19.

fiir die Reparaturzeit. Der Erwartungswert der Exponentialverteilung ist E(X) = * = 4, dann

istalso A =0, 25.

Es ist dann
P5<X<8 =P(X<8) —P(X<5) =(1-e28)_(1-¢9%%) ~0,151.

Dass eine Reparatur hochstens 10 Stunden dauert ist 0, 9197. Die Wahrscheinlichkeit, dass die
Reparatur mindestens 3 Stunden dauert ist gegeben durch

P(X >3)=1-P(X < 3) ~0,472.
Weisen Sie nach, dass P(|X — u| < ko) =20 (k) — 1 gilt.

Losung:

Zur Erinnerung: ist X eine N (u, 02)—verteilte Zufallsvariable, dann ist
_ X

0

Y

N(0, 1)-verteilt!

P(X -y < ko) = P X < k)
= P(—k < X;"L < k)
=P(Y <k)—P(Y < —k)
= (k) — D(—k)
— oK) — (1- D(K))
=20(k) — 1.

Implementieren Sie die Approximation der Normalverteilung @ (0;1) nach der Formel auf
Seite 431 in der Programmiersprache Threr Wahl und vergleichen Sie die Ergebnisse mit Ta-
felwerken!

Losung:
Die Approximation von Ponton (Sie finden Sie unter der URL http://www.uiowa.edu/ grpporc/-
crisp/crisp.3.6.htm) dient zur Ndherung der sogenannten , Error Function”

1 £
H=—— [ e ax.
erfe(t) \/ﬂoe x

Die standardisierte Normalverteilung ist dann gegeben durch

~fd+erfe(t), t>0,
q)(t)_{i—erfc(t), t<0.

Dann ergibt sich der folgende Java-Code:

private static double ponton (double x) {
double k, value = 0.0;

k = 0.5 + (1.0/Math.sgrt (Math.PI)-0.5) *
Math.exp (—x*x/Math.sqgrt (2.0«Math.PI));
value = k % Math.sqgrt (1.0-Math.exp (-x*x/2.0));
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if (x>= 0.0)

return 0.5 + value;
else

return 0.5 - value;

}

Die Tabellen, beispielsweise in Greiner/Tinhofer, Stochastik fiir Studienanfidnger der Infor-
matik aus dem Hanser-Verlag sind typischerweise so aufgebaut, dass in einer quadratischen
Matrix Werte fiir @ (t) stehen. In den Zeilen finden Sie Werte von t, in den Spalten die Uber-
schriften 0.00,0.01,...,0.09. In der Zeile mit t = 0.5 und Spaltentiberschrift 0.04 kénnen Sie
dann den Wert fiir t = 0.54 ablesen: ®(0.54) ~ 0.70540. Der Java-Code liefert die Ndherung
0.70521, das entspricht einem Fehler von § = 1.866 - 10~%. In Tabelle 15.1 finden Sie die be-
rechneten Werte, die Tabellenwerte aus Greiner/Tinhofer und die Fehler fiir die komplette
Zeile t = 0.5. Je ndher die Argumente bei 0 liegen desto besser ist die Approximation von
Ponton. Beispielsweise ist fiir t = 0.05 in Greiner/Tinhofer ein Wert von 0.51994 angegeben,
Ponton berechnet 0,5199386205616786, ein Fehler von 1,379 - 10~°.

x D(x) Greiner/Tinhofer ~Fehler

0,5 0,6913083625030305 0,69146 1,5163749696944784 - 10—+
0,51 0,6948119739173705 0,69497 1,5802608262949214 - 10~ *
0,52 0,6982975085457394 0,69847 1,7249145426068146 - 10~*
0,53 0,7017647134242829 0,70194 1,7528657571708184 - 104
0,54 0,7052133408637061 0,7054 1,8665913629389852 - 10—+
0,55 0,7086431484939236 0,70884 1,9685150607640090 - 104
0,56 0,712053899306031  0,71226 2,0610069396898023 - 10~4
0,57 0,7154453616915879 0,71566 2,1463830841206288 - 104
0,58 0,7188173094792161 0,71904 2,2269052078394136 - 10~4
0,59 0,7221695219685125 0,7224 2,3047803148756874 - 10~4

Tabelle 15.1: Die Approximation nach Ponton, Werte aus Greiner/Tinhofer und die Fehler fiir eine Zeile der
tabellierten Standardnormalverteilung in Aufgabe 19

20.

Ponton gibt eine noch einfachere Approximation an; er ersetzt die Naherung aus der Aufga-
benstellung durch

2
K(t) = 0,540,064 - e %4 ®(+0,1) ~ 0,5 £ K(t)\V1—e 7.

Fiir t = 0.59 ergibt sich damit ein Naherungswert von 0,72209537820118128, eine Abwei-
chung vom Tabellenwert von 3,046217988188493 - 10—4.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine N(50; 10)-verteilte Zufallsvariable im Intervall
(45;55), unterhalb von 45, oberhalb von 60 und um mehr als 5 vom Erwartungswert ab-
weicht?

Losung:
Es gilt
P(45 < X < 55) = ®(55;10,0,1) — ®(45;10,0,1)

=®(0,5) - ®(-0,5) =20(0,5) — 1

~ 0,38292.
Oberhalb von 60 liegt die Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeit

P(X >60)=1—®(1) ~ 0,158 66.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sie um mehr als 5 cm vom Erwartungswert abweicht ist

P(IX—p|>5)=1-P(|X—pu|) <5)=1- (2(1)(150) —1) ~0,617.
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21. Weisen Sie nach, dass bei Binomial- und Poisson-Verteilung der Maximum-Likelihood-Schétzer
mit dem arithmetischen Mittel iibereinstimmt!

Losung:
Die Maximum-Likelihood-Funktion fiir die Poisson-Verteilung ist

n Axl‘
L(x;A) =] ="
i—1 Xi!
A ﬁ A%i
i—1 Xi!
- A?’l'x
—e nA .y
i=1"1
Logarithmieren ergibt dann
An-Y n
LL(A) = In (e = ) = —nA+n¥In(A) - In (JTxi!).
=171 i=1

Dann ist

LL'(A) = —n + ”}TX

Nullsetzen dieser Ableitung ergibt den Maximum-Likelihood-Schéitzer A = .
Die Maximum-Likelihood-Funktion fiir die Binomialverteilung (mit p # 1, p # 0) ist

L(x;p) = 11—211 <Z> pi(1 — )i,

Logarithmieren dieser Funktion ergibt die Funktion

(2=

Xi

—~
—~
—~
R
~—

I
.M:
Ju—

=]

Il
-

Il
™=
5

[
—

(2 )+ + I 1= pys(n =7

Xi

Die erste Ableitung von LL ist gegeben durch

LU (p) = X _mn=x)
() , -
_ nx pn2

p(1—p)

Die Nullstelle dieser Ableitung ist gegeben durch

S | R

p:

Zur Erinnerung, n - p ist der Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsvariablen! Also
ist das arithmetische Mittel X der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Erwartungswert der
Zufallsvariablen.



