Manfred Brill

Mathematik fiir Informatiker
A—— Hanser Verlag
fur Informatiker ISBN 3-4:46-22802-0
e (©2005

aus der Welt der Computer

EEEEEEEEE

Folien zum Kapitel 15
Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik



15.1 Beschreibende Statistik
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Merkmale

B Quantitative Merkmale oder MessgrifSen
{0,1,3,5.5,8}

B Qualitative Merkmale

{ ledig”, ,verheiratet’, ,verwitwet” }

W Rangmerkmal

,Gehalt besser, gleich oder niedriger”.
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Definition

Fiir x € Rist g(x) die Anzahl der Werte in einer Stichprobe, die
gleich x sind. g(x) heift absolute Hiufigkeit von x, die Funktion ¢
absolute Hiufigkeit des Merkmals X.

h(x) = +g(x) € [0; 1] wird relative Hiufigkeit von x genannt, dabei
ist n die Grofse der Stichprobe.

Die Funktion h heifst empirische Dichte oder Hiufigkeitsfunktion des
betrachteten Merkmals.
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Beispieldaten

Die letzten 50 Lieferungen eines Lieferanten hatten die folgenden
Lieferzeiten in Tagen:

4,5,4,1,5,4,3,4,5,6,6,5,5,4,7,4,6,5,6,4,5,4,7,5,5,

6,7,3,7,6,6,7,4,5,4,7,7,5,5,5,5,6,6,4,5,2,5,4,7,5
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Lieferzeiten
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Abbildung 1: Histogramm der absoluten Haufigkeiten
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Lieferzeiten

1 2 3 45 6 7

Abbildung 2: Empirische Dichte der Lieferzeiten
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Definition

Ist  die empirische Dichte eines Merkmals X und ist
Ky,K>, ..., K, eine Partition des Wertebereichs von X, ist die
relative Klassenhiufigkeit gegeben durch

= Hilxi € K}
= —— 1

<j<n
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Regeln fiir die Klassenbildung

B Wihlen Sie die Klassengrenzen dquidistant!

B Bestimmen Sie die Hohe der Histogramm-Rechtecke
proportional zur Klassenhadufigkeit!

M Bilden Sie bei n = 100 mindenstens 10 Klassen, 13 Klassen bei
n ~ 1000, 16 Klassen bei n ~ 10000 (DIN 55 302, Blatt 1).
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Beispieldaten

Ein Unternehmen protokolliert die Lebensdauer eines Ersatzteils.
Dabei entsteht die folgende Stichprobe mit n = 30, die die
Lebensdauer der Teile in Stunden enthalt:

110, 520,490, 30, 120, 290, 370, 305,415,170, 280, 70, 540, 460, 260,

345,150,220,435,425,470,350, 130, 380, 230, 320, 360, 240, 330, 580.
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Relative Klassenhaufigkeiten
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Abbildung 3: Histogramm der relativen Klassenhédufigkeiten der Lebens-
dauern
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Definition

Fiir eine Stichprobe X und x € R ist G(x) die Summenhiufigkeit die
Anzahl aller Werte x; mit x; < x.

Die Funktion H(x) = #

empirische Verteilungsfunktion.

heifst relative Summenhiufigkeit oder
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Empirische Verteilung
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Abbildung 4: Empirische Verteilungsfunktion der Lieferzeiten
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Empirische Verteilung
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Abbildung 5: Empirische Verteilungsfunktion der Lebensdauern
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Definition

Die Ausprdagung x; einer Stichprobe eines Merkmals X, die die
grofste absolute Haufigkeit aufweist, heifst Modalwert x,;,,;.
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Definition

Der Median oder Zentralwert der Stichprobe ist die Zahl x4, fiir
die 50% aller Stichprobenwerte kleiner oder gleich und
mindestens 50% grofser oder gleich x,,,,; sind.
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Definition

Das arithmetische Mittel einer Stichprobe mit n Werten ist gegeben
durch

=
|
Q=

n
Z X;.
=1

1
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Definition

Die Spannbreite einer Stichprobe ist die Differenz zwischen
grofstem und kleinstem Stichprobenwert.
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Definition

Die Varianz der Stichprobe ist

1
§% =

i (x; — %)°
=|

n—1.
1

Die positive Wurzel s = +1/s2 heiflt Standardabweichung der
Stichprobe.
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Satz

Sind x; Werte einer Stichprobe mit n Werten, X das arithmetische
Mittel und s die Standardabweichung, dann liegen alle

Stichprobenwerte im Intervall

X —vn—1s;x+ vn — 1s].
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Kontingenztabelle

h i Randhédutigkeiten h4;

Randhaufigkeiten /1 ;
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Kontingenztabelle

i 1 2 3 4 | Randhaufigkeiten hy;
2 2 0 3 3

3 0O 1 2 3

4 0 1 2 1

5 0O 0 0 2

Randhéufigkeiten /1, ;
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Kontingenztabelle

hij 1 2 3 4 | Randhdufigkeiten hy;
2 2 0 3 318

3 0 1 2 3|6

4 0 1 2 1) 4

5 0O 0 0 2|2

Randhdufigkeiten p; | 2 2 7 9
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Definition

Sind X und Y zwei quantitative Merkmale und sind weder alle x;-

noch alle y;-Werte gleich.

Sxy —

heifst Stichprobenkovarianz.
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Definition

Der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient ist gegeben durch

r = .
SxSy
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Streuungsdiagramm
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Definition

Die bedingte relative Hiufigkeit f1(x;|y;) ist die relative Haufigkeit
fir x; bei denjenigen Stichprobenwerten, fiir die im zweiten
Merkmal y; auftritt.
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Definition

Die bedingte relative Hiufigkeit f2(y;|x;) ist die relative Haufigkeit
fiir y; bei denjenigen Stichprobenwerten, fiir die im zweiten
Merkmal x; auftritt.
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15.2
Wahrscheinlichkeitstheorie
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Definition

Q sei eine gegebene Menge. Eine Teilmenge A C P(Q) heifst
Ereignisalgebra, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

W QOeA;
M AcA= At e A

W Ist (A;) eine Folge von Elementen von A, dann ist auch
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Geometrische .
Wahrscheinlichkeiten
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Definition

Ist Q eine Menge und A C P(Q) eine Ereignisalgebra. Ein
Wahrscheinlichkeitsmaf§ oder kurz eine Wahrscheinlichkeit ist eine
Abbildung P : A — |0; 1| mit den folgenden Eigenschaften:

B PQ)=1.
B Fiir eine Folge (A;) C AmitVi # j A;NA; = () gilt

P(G Aj) = iP(Ai).
i=1 =

P(A) heifst Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A. Das Tripel
(Q, A, P) wird als Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet.
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Satz

Ist (QQ, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt:
W P0)=0.
M Fir ANB = 0gilt P(AUB) = P(A) + P(B);

fiir endlich viele Ereignisse A1, ..., Ay mit A; N A; fiiri # |
gilt

M P(A)+ P(A°) =1.
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Satz

Ist (QQ, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt:

M Fiir zwei beliebige Ereignisse A, B € A gilt
P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB).

W Fir A C Bgilt P(A) < P(B), die Wahrscheinlichkeit ist
monoton.
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Satz

Fiir eine beliebige Folge (A;) C A von Teilmengen in einem
Wahrscheinlichkeitsraum gilt

P(|] A) < > P(4)
1=1 1=
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Definition

Ist (QQ, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A ein Ereignis
mit P(A) > 0.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A ist
gegeben durch
P(BNA)

P(BlA) = =543
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Satz

Es gilt P(AN B) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B).
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Satz

Ist (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ist A;,1 <i <mn
eine Partition von ), dann gilt

P(B) = 5 P(BlA) - P(A)

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (¢)2005 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik - 38 -



Satz

Ist (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A;, 1 < i < n eine
Partition von Q und B ein Ereignis mit P(B) > 0, dann gilt
P(A; N B) P(B|A;) - P(A;)

P(AiIB) = =5y ~ 37 P(B|A;) - P(A;)
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Definition

Sind A und B zwei Ereignisse mit P(A) > 0 und gilt
P(B|A) = P(B), dann heif3t das Ereignis B unabhingig vom
Ereignis A.
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15.3 Zufallsvariable
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Definition

Ist (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann heifst eine
Abbildung X : O — R Zufallsvariable.
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Definition

Ist X eine Zufallsvariable auf (Q, A, P), dann heifst die Funktion
Fx : R — |0;1] mit

Fx(t) = P(X < t) = PHw € Q| X(w) < })

Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X.
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Satz

Ist Fx die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X, dann gilt:
[] limt_>_oo Fx(t) = 0 und hmt_mo Fx(t) = 1.
B Fyx ist monoton wachsend.

[] P(tl < X< tz) — Fx(tz) — FX(tl)-
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Definition

Eine Zufallsvariable heifst diskret, wenn sie einen Wertebereich mit
endlich vielen oder abzihlbar vielen Elementen besitzt.
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Eine diskrete Dichte

Zeichnen sie die Verteilungstunktion der diskreten Dichte!

Xi

Pi

@)

Nl
N NI
o\~ I
N~ H~
N~ Ol

N —
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Aufgabe

N|—

o=
|
|
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Dreimaliges Werfen einer
Miunze
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Verteilungsfunktion

(<] N

N|—

Q=
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Verteilungsfunktion

A
1_ 1 —
_ /
7 \
8
1 1 (
2 \
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( | | | .
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1 2 3

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (¢)2005 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik - b1



Definition

Eine Zufallsvariable X heifst stetig, wenn es eine integrierbare
Funktion fx : R — R mit fx(#) > 0 gibt, sodass fiir die
Verteilungsfunktion Fx und jedes t € R

Fx() = P(X < t) = /_too Fre(x)dx

erfiillt ist.

Die Funktion fx heifst Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz
Dichtefunktion von X.
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Verteilungsfunktion
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Zugehorige Dichtefunktion

N|—
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Zugehorige Dichtefunktion

N|—
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Verteilungsfunktion

Fx(t)

N|—

NI
p—
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Verteilungsfunktion

Fx(t)

N|—

NI
p—
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Verteilungsfunktion

t
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Dichtefunktion
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Dichtefunktion
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Definition

Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit der diskreten Dichte (x;, p;)
und konvergiert die Reihe Y 7, x;p; absolut, dann heifst

Erwartungswert der diskreten Zufallsvariablen X.
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Definition

Fiir eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion fx ist der
Erwartungswert durch

E(X) =u= [ xfx(x)dx

gegeben, falls das Integral existiert.
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Definition

Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit der diskreten Dichte (x;, p;)
und konvergiert die Reihe Y, (x; — E(X))?p; absolut, dann heifit

Var(X) = o* = 'i(Xi — E(X))*p;

Varianz der Zufallsvariablen X.

o = \/Var(X) heift Standardabweichung von X.
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Definition

Fiir eine stetige Zufallsvariable ist die Varianz durch

Var(X) = —/ x — E(X))? fxdx

gegeben, falls das Integral existiert.
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Aufgabe

Tabelle 1: Zufallsvariable X

X 1 8 18
1 1 3
Pi | 5 2 10

Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz der Zufallsvariablen!
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Aufgabe

Tabelle 2: Zufallsvariable Y

x;, |7 8 14
1 1 3
Pi | 5 2 10

Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz der Zufallsvariablen!

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (¢)2005 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik - 67 -



Satz

Fiir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen gilt:
B E(aX+b)=aE(X)+bfira,beR.

B Ist ¢ : R — R eine Funktion, sodass g(X) eine Zufallsvariable
ist, dann gilt fiir eine diskrete Zufallsvariable
E(g(X)) = 32, g(x;)pi, falls diese Reihe absolut konvergiert.
Fiir eine stetige Zufallsvariable gilt
E(g(X)) = /70, g(x) fx(x)dx, falls das Integral existiert.

B Sind X und Y zwei Zufallsvariablen, fiir die Vw € A
X(w) < Y(w) erfiillt ist. Dann gilt auch E(X) < E(Y).
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Satz

Fiir die Varianz einer diskreten Zufallsvariablen gilt:
B Var(X) = E(X?) — E(X)?.
B Var(aX +b) = a*Var(X) fiira, b € R.
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Definition

Sind X und Y zwei Zufallsvariable mit

PAX <t} N{Y <ty) = PUX < te}) - P(RY < ty}),

dann nennt man die beiden Zufallsvariablen unabhiingig.
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Satz

Fiir zwei Zufallsvariable X und Y gilt
E(X+Y)=E(X)+ E(Y)
und

Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) +2E((X — E(X))(Y — E(Y)).
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Definition

Die Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y ist definiert durch

Cov(X,Y)=E((X—E(X))(Y—=E(Y)))
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Definition

Sind X und Y zwei Zufallsvariable mit Cov(X,Y) = 0, dann
heiflen sie unkorreliert.
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Satz

Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhingig, dann gilt
E(X-Y)=E(X)-E(Y)

und
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
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Ungleichung von
Tschebyschetf

Ist X eine Zufallsvariable und ¢ > 0, dann gilt

o Var(X).

P(IX—E(X)| > 0) < -
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Definition
Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx und

p € [0;1]. Dann heifst die Zahl ¢, mit

FX(tp) = P(X < tp) =P

das Quantil der Ordnung p oder kurz p-Quantil von X.
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Dichtefunktion

0,005 —

S .

| |
500 1000
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Quantile

50%- und 90%-Quantil:

0,005

500

1 000
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15.4 Diskrete und stetige
Verteilungen
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Definition

Eine diskrete Zufallsvariable X heifst diskret gleichmiif$ig verteilt,
wenn ihre n Werte {x1, x, ..., x, } alle mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit

angenommen werden.
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Definition

Eine diskrete Zufallsvariable X heifst Bernoulli-Variable, falls ihr
Wertebereich aus der Menge {0, 1} besteht und

P(X=1)=p,P(X=0)=1—1p

giltmit0 < p < 1.
Die Zahl p heifst Erfolgswahrscheinlichkeit.
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Definition

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich {0,1,...,n}
heifst binomial verteilt, wenn ihre Einzelwahrscheinlichkeiten

durch
pe = ()p (1 —p)"*

gegeben sind. Man sagt kurz X ist B(n; p) verteilt.
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Stabdiagramme fiir B(5; p

W= ) —
Ny
U1
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Stabdiagramme fiir B(5; p
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Stabdiagramme fiir B(5; p)
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Definition

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich N heifst
geometrisch verteilt, wenn ihre Einzelwahrscheinlichkeiten durch

pr=p(1—p) 1 pel0;1]

gegeben sind.
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Satz

Fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable X gilt

P(X=i+k|X>k =P(X=j).
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Definition

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich {0,1,...,n}
heifst hypergeometrisch verteilt mit den Parametern N, M und n,
wenn ihre Einzelwahrscheinlichkeiten durch
My /N—M
Pk = (k)(”_k>,0§k§n

()
gegeben sind. Man sagt kurz X ist Hyp(N; M; n)-verteilt.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (¢)2005 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik - 88 -



Vergleich

k | Hyp(100;10;5) Bi(5;0,1)
010,58375 0,590 49
110,339 39 0,328 05
210,07022 0,0729
310,006 38 0,0081

4 1 0,00025 0,000 45
5(3,3-107° 107>
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Definition

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich N U {0} besitzt
eine Poisson-Verteilung mit Parameter A > 0, wenn ihre
Einzelwahrscheinlichkeiten durch

Ak
Pk = 77€ !

gegeben sind. Man sagt kurz: X ist P(A)-verteilt.
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Definition

Eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

/

1
t — < b—a’
fx(t) 0

\

heif3t gleichverteilt tiber dem Intervall |a; b].
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Definition

Eine stetige Zufallsvariable X besitzt eine Exponentialverteilung,
falls sie fiir A > 0 die Dichtefunktion

y

Ae M >0,

fX(t):<O o

\

besitzt. Man sagt kurz: X ist E(A)-verteilt.
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Verteilungsfunktion

Exponentialverteilung fiir A = 1:

} Fx (1)
1L

Y —~
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Dichtefunktion

Exponentialverteilung fiir A = 1:

fx(t)
1
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Satz

Fiir eine E(A)-verteilte Zufallsvariable X gilt

P(X <s+tX>s)=P(X<H).
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Definition

Eine stetige Zufallsvariable X besitzt eine Normalverteilung, falls
sie fiir o > 0 die Dichtefunktion

1 (t—p)?

fX(t) — (p(t;”,o'z) — O'\/ZT

besitzt. Man sagt kurz: X ist N(u; 02)-verteilt.

Manfred Brill: ,Mathematik fiir Informatiker”, ISBN 3-446-22802-0 (¢)2005 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik - 96 -



Verteilungsfunktion

Normalverteilung fiir u = 2, 0> = 1
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Dichtefunktion

Normalverteilung fiir u = 2, 0> = 1

bop(t;2,1)
0,5
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Dichtefunktionen
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Satz

Ist X N(u; 0?)-verteilt, dann ist Z = % eine N(0; 1)-verteilte
Zufallsvariable.
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Approximation
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Verteilungen

Verteilung E(X) Var(X)

B(n; p) n-p n-p-(1-—p)
Hap ;1 o
P(A) A A
Gleichverteilung auf [a;b] | %4 (b ;2“)2

E(A) 1 %

N(FL; 0'2) L o2
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15.5 Schatzverfahren in der
schliefSenden Statistik
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Satz

Sind X;, i € N unabhéngige Zufallsvariablen mit p = E(X;),
0? = Var(X;). Dann erfiillt die Folge der arithmetischen Mittel
(Xy) das schwache Gesetz der grofien Zahlen:

Ve>0 lim P(|X,, —u| >¢) =0.

n—aoo
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Definition

Eine Punktschitzung X’ fiir einen Parameter 9 einer Verteilung X
heifst erwartungstreu, wenn E(X') = §.

Werden ftiir die Schiatzung n Stichprobenwerte verwendet und ist
lim;, o E(X’') = 9, dann heif3t die Schatzung asymptotisch
erwartungstreu.
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Definition

Eine Maximume-Likelihood-Schiitzung eines Parameters ¥ einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X ist der Wert

fir 9, fir den L(9) maximal ist.
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Verteilungen

Verteilung | Maximum-Likelihood-Schétzer

B(n; p) p=x

P(A) A=7%

E(A) A=1

N(u; 0?) u==x

N(u; 0?) bekannter Mittelwert: o0 = \/ % S (x; — p)?
N(u; 0?) unbekannter Mittelwert: o = \/ Ls(x;—x)2
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