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Kapitel 5

Lineare Gleichungssysteme
und Determinanten

Motivation

Die Losung von linearen Gleichungssystemen ist die vielleicht am haufigsten
durchgefuihrte Aufgabe auf dem Computer. Es gibt Schatzungen, die pro Tag von
Tausenden Gleichungssystemen ausgehen. Determinanten ordnen einer Matrix
eine Zahl zu; und sie bieten eine Grundlage fir die Berechnung von Eigensyste-
men einer Matrix.

5.1 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme kennen Sie sicher aus Ihrer Schulzeit. In diesem Kapi-
tel wird ein systematisches Vorgehen zur Losung solcher Gleichungssysteme ent-
wickelt, das insbesondere auf dem Computer realisierbar ist. Damit kénnen dann
nicht nur ,kleine® Systeme mit einigen wenigen Unbekannten, sondern auch Sy-
steme mit Tausenden von Gleichungen und Unbekannten geldst werden.

[J Die beiden Funktionen xo = X1 + 1 und X, = —X; + 3 haben einen eindeutig
bestimmten Schnittpunkt, wie Sie in Abbildung 5.1 erkennen kénnen. Dieser
Schnittpunkt (x1, Xo) muss die beiden Gleichungen

X1+X, =3

—X1+X2 =1
erftllen. Die eindeutig bestimmte Losung ist x; = 1,X, = 2; wovon Sie sich
auf der einen Seite durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichungen und an-

dererseits durch einen Blick auf die Graphen in Abbildung 5.1 Gberzeugen
kénnen.
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Abbildung 5.1: Der Schnittpunkt der beiden Funktionen x, = x; +1und x; = —X; + 3

Definition 5.1 Eine Gleichung der Form aixX; 4+ axXs + - - - + apnXn = b mit den Un-
bekannten xq, X, ..., Xn und den gegebenen reellen Zahlen ap, ay,...,an und b heil3t
lineare Gleichung. Die Zahlen ay, ay, . .. an heilen Koeffizienten. m lineare Gleichun-
gen fur n Unbekannte Xq, Xo, ..., Xp

a11X1 +ap Xo +---+apXn = by

amiX1 +amaX2 + - -+ 8mnXn = bm

werden lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten genannt.
Jedes Tupel (X1, Xz, ...,Xn), das alle m lineare Gleichungen erfullt, heit Losung des
linearen Gleichungssystems.

] Die drei Gleichungen fur zwei Unbekannte

414+ Xp =5
X1+3x, =4
3X1+4X2 =1

stellen ein lineares Gleichungssystem dar. Durch Auflésen der ersten Glei-
chung nach x; ergibt sich X, = 5 — 4x;. Einsetzen in zweite Gleichung ergibt
X1 = 1, X, = 1. Wenn Sie diese Werte in die dritte Gleichung einsetzen, ergibt
sich der Widerspruch 7 = 1. Es gibt keine drei Zahlen, die alle drei Gleichun-
gen l8sen. Das Gleichungssystem ist inkonsistent.

] Ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten ist

X1 +2x3=1
X1— X+ X3 =2
X1+ Xo+3x3 =0

Wenn Sie die erste Gleichung nach x; auflésen und in die beiden anderen
Gleichungen einsetzen, dann erhalten Sie die beiden linearen Gleichungen
—Xo — X3 = 1 und xp + X3 = —1. Das System hat eine L6sung, die jedoch
nicht eindeutig ist. FUr jede Auswahl von x, erhalten Sie einen Wert fur x3
und x4, also insgesamt unendlich viele verschiedene Losungen.
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Wichtig ist die Position der Unbekannten. Das Wesentliche in den m Gleichungen
mit n Unbekannten steht also in der erweiterten m x (n + 1)-Koeffizientenmatrix des

linearen Gleichungssystems:
ajy agp ... A by
a1 @ ... dxq b
am1 8m2 --- amn bm

[J Fur das lineare Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten

2X1— Xo+ X3=28
X1+ 2Xp — X3 = —3
2X1 —3X%X, —2x3=1

2-11 8
ist die erweiterte Koeffizientenmatrix gegeben durch (% 23 7% 13 ) .
[J Das Gleichungssystem
2X14+3Xo— Xz+4dx4 =12
4X9—3X3+2%x4 =15
X3—2Xq4 =7
5x4 = —10
23-14 12
hat die erweitere Koeffizientenmatrix { 54 2 2, ¥ |.
000 5 —10
Ein solches lineares Gleichungssystem kann ,,von unten nach oben* aufgeldst
werden. Der Wert flr x4 ergibt sich durch die letzte Gleichung als x4 = —2.

Dann kann die vorletzte Gleichung nach x3 aufgelost werden mit x3 = 7 +
2X4 =7 —4 = 3. Analog sind x, = 7und x; = 1.

Definition 5.2 Eine m x n-Matrix A = (a;j) heilt obere Dreiecksmatrix, wenn fir
die Elemente Vi > j a;; = O erfullt ist. Ist Vi < j a;; = 0, dann wird A untere
Dreiecksmatrix genannt.

A heiflt Stufenmatrix mit der Stufenzahl r, wenn es Spaltenindices k(1), k(2), ..., k(r)
gibt, sodass a1y # O, ..., ) # 0 istund ajj = O wenni < rund j < k(r) oder
i > rund j beliebig sind.

In einer oberen Dreiecksmatrix enthélt das Dreieck oberhalb der Diagonalen und
die Diagonale selbst Eintrage ungleich der Null. Unterhalb der Diagonalen stehen
nur Nullen. In einer Stufenmatrix kdnnen Sie oberhalb des Bereichs, in dem die
Nullen stehen, Treppenstufen einzeichnen, daher der Name.

. . /123N .. . . .
[J Die Matrix (8 61 g) ist eine obere Dreiecksmatrix.
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ist eine Stufenmatrix mit Stufenanzah 3.
k(3) = 6.
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Dabei ist k(1) = 2, k(2) = 4 und

Definition 5.3 Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten,
dessen Koeffizienten eine obere Dreiecksmatrix bilden, heilt gestaffeltes lineares Glei-
chungssystem. Gestaffelte lineare Gleichungssysteme, deren Diagonalelemente alle un-
gleich Null sind, werden sukzessiv durch RUckwartssubstitution geldst:

1 1 .
Xi:a_ii bj — Z aigXg | i=nn—-1,...,1

k=i+1

Treten bei der Ruckwartssubstitution freie Variable auf, werden diesen Parameter zuge-
wiesen und die Losung in Abhangigkeit von diesen Parametern angegeben.

[J Das gestaffelte Gleichungssystem mit der erweiteren Koeffizientenmatrix

kann durch Ruckwartssubstitution gelst werden: x4 = % —10-0)
x3 = 1(7-(-2)(-2)) = 3, xp = (15— ((=3)3+2(-2)) = 7, x; =
3(12—(3-7+(-1)3+4(-2)) =1.

[J Bei der Ruckwartssubstitution des gestaffelten linearen Gleichungssystems

X1+Xo+X3+Xq = 4
X3+X4 =2
Xg=1

tritt ein freier Parameter auf. Es ist x4 = 1 und x3 = 2 — x4 = 1. In der letzten
Gleichung der Ruckwartssubstituion wird x, = A gesetzt und x; abhéngig von
Abestimmtalsx; =4—A—-1-1=2-— A

Eine Idee ware jetzt, die erweiterte Koeffizientenmatrix eines gegebenen Systems
so umzuformen, bis ein gestaffeltes System vorliegt, das die gleichen L&sun-
gen besitzt. Dafir kommen nur dquivalente Umformungen in Frage, die immer
rickgangig gemacht werden kénnen. Als elementare Zeilenumformungen werden
nur drei Operationen zugelassen:

B Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile der erweiterten Ko-
effizientenmatrix,

B Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl A £ 0,
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B Vertauschen von zwei Zeilen.

O Die erweiterte Koffizientenmatrix

soll zu einer Koeffizientenmatrix eines gestaffelten Systems umgeformt wer-
den. Also mussen durch die zugelassenen elementaren Zeilenumformungen
die Elemente ayq, ag; und asy eliminiert werden. Durch Subtrahieren der er-
sten von der dritten Zeile wird az; = 0:

(2 -11 8 )

12 -1-3]).

0-2-3-7

Subtraktion der ersten Zeile von der mit dem Faktor 2 multiplizierten zweiten

Zeile ergibt a;; = 0:
(21 1 8 )
05 —3-14 |,
0-2-3 -7

Das Element a3, kann jetzt nur eliminiert werden, indem ein geeignetes Viel-
faches der zweiten zur dritten Zeile addiert wird. Die erste Zeile kann offen-
sichtlich nicht verwendet werden, sonst wiirde az; wieder ungleich Null. Mul-
tiplikation der dritten Zeile mit 5 und Addition des Zweifachen der zweiten

Zeile fUhren zum Ziel:
2-1 1 8
05 —3 —14 |.
0 0 —21 —63

Dieses lineare Gleichungssystem hat die gleichen Ldsungen wie das Aus-

gangssystem. Die Ruckwartssubstitution ergibt

—63 1 1

GaulR-Elimination

Schritt 1. Bestimmen Sie die am weitesten links stehende Spalte, die von Null
verschiedene Werte enthalt.

Schritt 2: Ist die oberste Zahl der in Schritt 1 gefundenen Spalte eine Null, dann
vertauschen Sie die erste Zeile mit einer geeigneten anderen Zeile.

Schritt 3. Ist « das erste Element der in Schritt 1 gefundenen Spalte, dann divi-
dieren Sie die erste Zeile durch «, um eine fUhrende Eins zu erzeugen.

Schritt 4. Addieren Sie passende Vielfache der ersten Zeile zu den Ubrigen Zei-
len, um unterhalb der fUhrenden Eins Nullen zu erzeugen.

Schritt 5: Wenden Sie die ersten vier Schritte auf den Teil der Matrix an, der
durch Streichen der ersten Zeile entsteht, und wiederholen Sie die-
ses Verfahren, bis die erweiterte Koeffizientenmatrix eines gestaffel-
ten Systems erhalten wird.

Schritt 6: Losen Sie das gestaffelte System durch Rickwartssubstitution.
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O Die GauR-Elimination fur die erweiterte Koeffizientenmatrix

verlauft folgendermalien:

1 -10 05 1-10 05 1-10 05 1-10
12 2100 01 -105 01 -105 01 —
0 12 117 lo12 1127 {oo0 1167100 1 -
0 0-120 00 120 00 -120 00 0 1

Ruckwartssubstitution ergibt die Losung X; = 22,x, = 17,Xx3 = 12 un
6.

-
Loo

ooviu

v

o

X4

Fur ein 4 x 4-Gleichungssystem ist die erweiterte Koeffizientenmatrix gegeben
durch die Matrix

a3y 832 azz a4 by

a1y ajp a13 aig b1>
41 842 243 44 by

(Alb) = <321 agp ap3 Axq by

Im ersten Schritt der Gaul3-Elimination werden die Elemente ayq, ag; und ay; eli-
miniert. Falls a;; # 0 ist, gilt nach diesem Schritt

(1 _ &1, (1) _ 81
ajj = aij alla“’b‘ = b anbl

fari, j = 2,3, 4. Die erweiterte Koeffizientenmatrix hat dann die Form

ajr a;p a3 ag by
1) (1) .
ol

(1)

1) (1)
0 azp a3y ag, br

0 ag a‘%) a‘(&) b4

Im néchsten Schritt werden, ag) # 0 vorausgesetzt die Elemente aglz), afé) elimi-
niert durch

(1) (1)

a® o _ B2 ) (@) _p) _ B2 )

ij ij a(1) 2j 'Y i a(l) 2
22 22

fari,j=3undi,j = 4. Istal?) # 0, dann ist

(2) (2)

3 2 a 2) (3 2 a 2
SRR N RS 1)
d33 d33

Dies kann auf ein beliebiges n x n-Gleichungssystem verallgemeinert werden.
Vorausgesetzt, alle auftretenden Diagonale-Elemente sind ungleich Null, dann
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kann die GauB3-Elimination fur die erweiterte Koeffizientenmatrix als

(k-1)
k k-1) & k-1
ay = - I(kk—l)al(<j )
kk
(k-1)
k__pkD) i —k41,...,n

Jdj=k+1,...,n;

beschrieben werden. Dabei lauft k von 1 bisn — 1.

5.2 Die Matrixdarstellung der Gaul3-Elimination

Die Umformungen, die bei der GauB-Elimination auftreten, kbnnen durch Multi-
plikation mit einfachen Matrizen beschrieben werden. Die so entstehende Pro-
duktdarstellung ist die Basis der Realisierung der Gaul-Elimination auf dem
Computer.

Die rechte Seite eines linearen Gleichungssystems mit m Gleichungen und n Un-
bekannten kann als m x 1 Matrix b aufgefasst werden. Analog ist der Losungs-
vektor eine n x 1 Matrix x. Dann kann ein lineares Gleichungssystem mit Hilfe
der Matrixmultiplikation als Ax = b formuliert werden. Matrizen mit einer Spal-
te oder einer Zeile werden mit fett gedruckten Buchstaben geschrieben, um auf
diese Besonderheit hinzuweisen.

Definition 5.4 Eine quadratische Matrix heif3t Elementarmatrix, wenn sie durch eine
einzige Elementaroperation aus der Einheitsmatrix hervorgeht.

] Die Multiplikation der zweiten Zeile von I, mit —3 ergibt die Elementarmatrix
10
(5 %)
[J Vertauschen der zweiten und vierten Zeile von |4 produziert die Elementar-
1000
matrix (88%)
0100
[J Durch die Addition des Dreifachen der dritten Zeile von I3 zur ersten Zeile

. . /103
entsteht die Elementarmatrix (8 é g)

Satz 5.1 Ist A eine beliebige m x n-Matrix und E eine Elementarmatrix, dann ist EA
gleich der Matrix, die durch Anwenden derselben Elementaroperation auf A entsteht, die
aus der Einheitsmatrix die Elementarmatrix E macht.

-1-12
-2 05
1 30

gegeben sein. Als Beispiele von Elementaroperationen werden jene betrachtet,
die A auf obere Dreiecksform umformen. Das Element a,; wird aus der zwei-
ten Zeile durch Addition des (—2)-fachen der ersten Zeile zur zweiten Zeile

O Die Matrix A soll durch
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eliminiert, was der Elementarmatrix

e = (218)
27001
entspricht. Um az; zu eliminieren, wird die erste Zeile zur dritten Zeile addiert.
Dies entspricht der Elementarmatrix

100
E :(om).
31 101

Das Endergebnis der GauR-Elimination ist die Matrix

~1-12
(¢71).
0 22
Die Matrixmultiplikation E31E»1 A fUhrt zum gleichen Endergebnis, wovon Sie
sich durch Nachrechnen Uberzeugen sollten. Es fehlt noch die Elimination von

azp. Die Subtraktion der zweiten von der dritten Zeile fuhrt diese durch, was
der Elementarmatrix
100
(o 1 o)
0-11

entspricht. Auch hier stimmt das Ergebnis der Elementaroperation mit dem
Matrixprodukt Uberein, was Sie wiederum nachrechnen sollten!

Dieser Satz ist von keinem grolien praktischen Nutzen. Fur die Berechnung von
Losungen linearer Gleichungssysteme ist es sinnvoller, die Elementaroperation
explizit auszufuhren statt mit den entsprechenden Elementarmatrizen zu mul-
tiplizieren. Fur die theoretische Entwicklung von Aussagen Uber Matrizen und
lineare Gleichungssysteme ist diese Darstellung aber von unschatzbarem Wert!

Bereits bei der Einfuhrung der Elementaroperationen wurde darauf geachtet, dass
die Umformungen bei der GauR3-Elimination die Losung nicht verandern durfen.
Solche dquivalenten Umformungen mussen also immer umkehrbar sein, was bei
den verwendeten Elementaroperationen einsichtig ist. Die Division einer Zeile
durch eine Zahl # 0 kann durch eine Multiplikation riickgdngig gemacht wer-
den. Auch das Vertauschen von zwei Zeilen ist leicht rickgéngig zu machen. Die
Addition des c-fachen der i-ten Zeile zur Zeile j kann durch Addition des (—c)-
fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile rickgangig gemacht werden.

[J Durch Multiplikation der zweiten Zeile von I, mit 7 erhalten wir die Matrix
(39). Das Ergebnis der Division der zweiten Zeile mit 7 ist wieder 1.

Satz 5.2 Jede Elementarmatrix ist invertierbar, ihre Inverse ist eine Elementarmatrix.

Beweis:

Ist E eine Elementarmatrix, dann geht sie aus | durch eine Elementaroperation
hervor. Ist Eg die Elementarmatrix zur entsprechenden inversen Elementaropera-
tion, dann folgt EgE = | = EEy. |



5.2 Die Matrixdarstellung der GauRR-Elimination 115

Der folgende Satz hat weitreichende Konsequenzen, er charakterisiert die Inver-
tierbarkeit einer quadratischen Matrix mit Hilfe der eben eingefuhrten Elemen-
tarmatrizen und wird dabei helfen, Aussagen Uber lineare Gleichungssysteme zu
machen.

Satz 5.3 Fur eine n x n-Matrix A sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) A istinvertierbar.

b) Das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die triviale Losung x = 0.
c) A kann durch Elementaroperationen in die Einheitsmatrix umgeformt werden.

d) A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizen darstellen.

Beweis:

Statt die Aquivalenz der Aussagen paarweise nachzuweisen, was viel zu

aufwandig ware, wird ein so genannter ,,Ringschluss“ a) = b) = ¢) = d) = a)
durchgefuhrt. Damit ist auch die paarweise Aquivalenz bewiesen.

a) = b): Angenommen, X ist eine L6ésung des homogenen Gleichungssystems.
Dann ist Axg = 0. Daraus folgt A~1Axqg = A=10 = 0, und xg = 0.

b) = c¢). Wenn das homogene Gleichungssystem nur die triviale Losung be-
sitzt, dann hat die GauR-Elimination ein gestaffeltes Gleichungssystem x; = 0,

Xo = 0,...,Xn = 0zum Ergebnis. A kann also durch Elementaroperationen auf |
Uberfuhrt werden.

c) = d). Es gibt Elementarmatrizen Eq,E,,...,Ex mit der Eigenschaft
ExEx_1---E1A = |. Elementarmatrizen sind invertierbar; beide Seiten dieser
Gleichung kénnen von links mit E;'E,*---E, ' multipliziert werden: A =
E;'E B

Aus d) folgt a), denn Elementarmatrizen sind invertierbar und das Produkt von
invertierbaren Matrizen ist invertierbar. |

Bei der Durchfilhrung der GauB-Elimination treten ausschlielich untere Drei-
ecksmatrizen auf. Dies liegt daran, dass immer versucht werden muss, Zeilen, die
sich bereits in Stufenform befinden, nicht zu verandern. Es werden nur Eintrage
unterhalb der Diagonalen verandert.

Ein Gleichungssystem kann eine eindeutige L6sung besitzen; aber bereits bei den
ersten Beispielen gab es auch Beispiele von Gleichungssystemen ohne Ldsung.
Es stellt sich die Frage, wie das allgemeine Losungsverhalten eines linearen Glei-
chungssytems aussehen kann.

Satz 5.4 Ein lineares Gleichungssystem hat entweder keine, genau eine oder unendlich
viele Losungen.

Beweis:

Sie haben bereits Beispiele fur Gleichungssysteme kennen gelernt, die diese drei
Alternativen realisierten. Es bleibt nachzuweisen, dass es im Fall von nicht ein-
deutigen Ldsungen immer unendlich viele Lésungen gibt. Sind x; und x, zwei
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verschiedene Lésungen von Ax = b, dannisty = x; — Xy # 0und Ay =
A(xy —Xp2) = Ax; — Ax, = b — b = 0. FUr ein beliebiges A € R ist x; + Ax;
ebenfalls eine Losung der linearen Gleichungssysteme. Es gibt Uberabzahlbar vie-
le Losungen, wenn Sie mindestens zwei gefunden haben. |

Eine invertierbare Matrix A kann als Produkt von Elementarmatrizen darge-
stellt werden. Diese Tatsache kann jetzt fur die Herleitung eines Verfahrens
zur Berechnung der inversen Matrix verwendet werden. Im Beweis war A =
E;'E, -+ E 1L Invertieren beider Seiten ergibt A=t = EyE ;- - E;E;l. Also
liegen zwei Gleichungen vor, ExE,_ ;1 - - - E2E1A = lund A™1 = E{E,_; - - - E5Eq .
Jede dieser Multiplikationen entspricht einer Elementaroperation. Wenn Sie die
Folge von Elementaroperationen, die bendétigt werden, um aus A die Einheitsma-
trix | zu machen, auf | anwenden, dann ist das Ergebnis A1,

Gauf3-Jordan-Algorithmus

Die Inverse einer invertierbaren Matrix A wird berechnet, indem man eine Fol-
ge von Elementaroperationen bestimmt, die A zur Einheitsmatrix umformt,
und diese Folge auf | anwendet.

Bei der Durchfihrung des GaufB3-Jordan-Algorithmus wird die n x n-Matrix A
und I, in eine n x 2n-Matrix (A|l,) geschrieben. Jede Elementaroperation fur die
Uberfithrung von A auf I, wird auf der gesamten Matrix ausgefuhrt, bis man bei
(1n]A~1) angelangt ist. Bricht die GauB-Elimination vorher mit einer Nullzeile ab,
dann ist A nicht invertierbar.

0 Mit Hilfe des GauR-Jordan-Algorithmus soll die Inverse von

berechnet werden:
123100 12 3 100 123 100
(253010)I—> 01 -3-210 )+ [01-3-210
108001 0-25 -101 00-1-521
123 1 0 0 120 —-14 6 3 100-40 16 9
01-3-21 0 |J+— {010 13 -5-3 |+ (010 13 —5-3
001 5 —2-1 00-1 -5 2 1 001 5 —2-1

. L —40 16 9
Die inverse Matrix ist A~% = ( 13 —g -3 )
5 —2 -1
Mit Hilfe des Gaul3-Jordan-Algorithmus zur Invertierung einer Matrix gibt es jetzt
einen neuen Lésungsansatz fur die Losung von linearen Gleichungssystemen.

Satz 5.5 Jedes lineare Gleichungssystem Ax = b mit einer invertierbaren Matrix A hat
fur jede rechte Seite b die eindeutig bestimmte Losung x = A~ 1b.

Beweis:
Dass x = A~ 1b eine Lésung des Gleichungssystems darstellt, ist klar. Angenom-
men, es gibt eine weitere Losung Axo = b. Dannist xo = A~1b = x. |
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[J Far das Gleichungssystem mit
123 5
A= (%8%) b= (137)
. . . S 1
wurde A~! bereits bestimmt. Mit A~1b ist die Lésung gegeben durch (—21 )

In Satz 5.3 wurden bereits vier dquivalente Aussagen Uber invertierbare Matrizen
und die Losbarkeit des dazu gehérenden homogenen Gleichungssystems aufge-
stellt. Jetzt kommen zwei weitere Aussagen hinzu.

Satz 5.6 Fureine n x n-Matrix A sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) Aist invertierbar.

b) Das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die triviale Lésung x = 0.
c¢) A kann durch Elementaroperationen in die Einheitsmatrix I, Uberfuhrt werden.

d) A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizen darstellen.

e) Ax = b ist flir jede rechte Seite b loshar.

f) Flr alle rechten Seiten b hat das lineare Gleichungssysttm Ax = b genau eine
Losung.

Beweis:

Die Aquivalenz der Aussagen a) bis d) ist bereits bewiesen, es muss nur noch a)
= f) = e) = a) nachgewiesen werden.

Dass aus a) die Aussage f) folgt, wurde in Satz 5.5 bewiesen; aus f) folgt immer e),
denn wenn es genau eine Losung gibt, dann ist das Gleichungssystem auf jeden
Fall 16sbar. Bleibt also zu zeigen, dass die Implikation €) = a) wahr ist.

Wenn Ax = b fur alle rechten Seiten 16sbar ist, dann gilt dies auf jeden Fall fur die
linearen Gleichungssysteme

1 0 0
0

AX = : ,AX = : s, AX = :
0 0 1

[N
- O

Sind die Loésungen dieser n Gleichungssysteme Xi,Xp,...,Xn, dann ist
A(X1X2...%Xn) = (AXg AXp ... AXp) = In. [ ]
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5.3 Die LU-Zerlegung

Das vorgestellte Verfahren zur Lésung von linearen Gleichungssystemen ist zwar
auf dem Computer realisierbar. Aber haufig tritt der Fall auf, dass fur die glei-
che Koeffizientenmatrix viele rechte Seiten auftreten. Eine Alternative ist hier der
GauR-Jordan-Algorithmus, der A~1 berechnet. Dann lasst sich mit A~1b schnell
eine Losung bestimmen. Aber die Berechnung von A~ ist durch Rundungsfehler
auf dem Computer fehlerbehaftet, sodass dies keine gute Methode darstellt. Ein
anderer Ansatz ware, die bei der Elimination von A durchgefihrten Elementar-
operationen in geeigneter Form zu speichern und fur die Losung mit einer neuen
rechten Seite wieder abzurufen. Daflr gibt es die LU-Zerlegung, in der die Matrix
A als Produkt von zwei Matrizen als A = LU dargestelt wird. Das Problem kann
in zwei Schritten bearbeitet werden. Zuerst wird davon ausgegangen, dass A wie
beschrieben faktorisiert werden kann und ein Algorithmus formuliert wird, der
die Losung des linearen Gleichungssystems berechnet. In einem zweiten Schritt
wird die Faktorisierung A = LU konstruiert. AbschlieBend werden noch einige
Uberlegungen tiber den praktischen Einsatz des Verfahrens angestellt.

Satz 5.7 Ist A eine reguldre n x n-Matrix, die sich als Produkt A = LU einer unteren
n x n-Dreiecksmatrix und einer oberen n x n-Dreiecksmatrix darstellen lasst, dann kann
das Gleichungssystem Ax = b durch die folgenden Schritte aufgeldst werden:

1. Definiere die n x 1-Matrix y durch Ux =y.

2. Setze die Definition von y in das faktorisierte Gleichungssystem aus Schritt 1 ein und
I6se das gestaffelte Gleichungssystem Ly = b nach y auf.

3. Setze 'y in Ux =y ein und l6se nach x auf.

Beweis:

Die Matrix L ist invertierbar, also ist y = L~lb. Die Lésung des gestaffel-
ten Gleichungssystems Ux = y l6st auch das ursprungliche Gleichungssystem:
Ux=y < Ux=L"1ly s LUx=h. [ ]

[ Gegeben ist das folgende Gleichungssystem:

2 6.2\ /X 2
(222 (2)=(3)-
4 92/ \Xx3 3
Durch Matrixmultiplikation kdnnen Sie nachrechnen, dass die Koeffizienten-
matrix wie hier angegeben als Produkt LU dargestellt werden kann:

2 6 2 2 00 131
(—3—80) =1 -310 (013)
4 9 2 4 =37 001

Zuerst muss das gestaffelte Gleichungssystem Ly = b geldst werden.

Vorwartssubstitution fur
( 2 0 o) <y1> 2
310 y2 | = (2)
4 37 y3 3
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ergibt die Lésung y; = 1,y = 5,y3 = 2. Das gestaffelte Gleichungssystem

Ux =, also hat
(853) (%) = (3)
dx

die Lésung X1 = 2,Xp = —1und x3 = 2.

Ist eine LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems
bekannt, dann kdnnen schnell und effizient die Lésungen fur viele rechte Seiten
berechnet werden. Fur jede rechte Seite b mussen zwei gestaffelte Gleichungssy-
steme aufgeldst werden.

Wie kann fur eine Koeffizientenmatrix A eine LU-Zerlegung gefunden werden?
Dass sie existiert, lasst sich leicht beweisen. In L und U werden die Elementar-
operationen der GauR3-Elimination gespeichert, daraus ergeben sich die gesuchten
Matrizen.

Satz 5.8 Ist A eine n x n-Matrix, fur die die Gau-Elimination ohne Vertauschung von
Zeilen durchgefiihrt werden kann. Dann besitzt A die Faktorisierung A = LU, L ist eine
untere Dreiecksmatrix, U ist eine Stufenmatrix, deren Diagonalelemente alle 1 sind.

Beweis:
Die Anwendung der GauR-Elimination auf eine Matrix A entspricht der Multipli-
kation mit Elementarmatrizen. Es gibt also Elementarmatrizen Eq, E,, ..., E, mit

ExEx_1---EsE{A = U. U ist eine Matrix in Stufenform und die gesuchte Ma-
trix U fUr die Zerlegung. Die Elementarmatrizen fur die GauB-Elimination waren
alle Matrizen von Stufenform; und die Multiplikation von Matrizen in Stufen-
form erhalt diese Eigenschaft. Elementarmatrizen sind invertierbar. Auch die In-
versen von unteren Dreiecksmatrizen sind wieder untere Dreiecksmatrizen. Das
Produkt von unteren Dreiecksmatrizen ergibt wieder untere Dreiecksmatrizen,
L=E;'E,* - -E_ E, ergibt die gesuchte Darstellung. [ ]

Der Beweis des Satzes gibt ein Konstruktionsverfahren flr eine LU-Zerlegung an,
allerdings ist dies nicht praktikabel. Auf die Multiplikation der Elementarmatri-
zen und den dazugehdrigen Speicherplatz kann verzichtet werden:

LU-Zerlegung ohne Zeilenvertauschungen

Schritt 1. Reduzieren Sie A ohne Zeilenvertauschung auf Stufenform U und
speichern Sie die Multiplikatoren, die die fiuhrenden Einsen und die
Nullen unterhalb der Diagonale erzeugen.

Schritt 2: Belegen Sie die Diagonale von L mit den Kehrwerten der Multipli-
katoren, die an der entsprechenden Position in U eine fuhrende Eins
geliefert haben.

Schritt 3: Schreiben Sie unter die Hauptdiagonalen die negativen Werte der
Multiplikatoren, die zur Elimination der entsprechenden Position in
U benutzt wurden.
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Bei der beschriebenen LU-Zerlegung wird vorausgesetzt, dass die Elimination
von A ohne Zeilenvertauschungen durchfuhrbar ist, also bleiben nur zwei mogli-
che Elementaroperationen ubrig. Die Diagonalelemente von L sind alle 1 und
mussen nicht explizit gespeichert werden.

Bleibt die Frage zu beantworten, ob jede reguldre Matrix A eine LU-Zerlegung
besitzt. Wahrend der GauB-Elimination werden Zeilenvertauschungen durch-
gefuhrt, um eine Null, durch die dividiert wirde, durch ein von Null verschie-
denes Element zu ersetzen. Dies gelingt immer, wenn die Matrix A in Stufenform
Zu bringen ist.

Satz 5.9 Ist A eine m x n-Matrix, die durch GauR-Elimination in Stufenform tberfuhrt
werden kann, besitzt A die Faktorisierung PA = LU. Dabei ist L eine untere Dreiecks-
matrix, U ist eine Stufenmatrix, deren Diagonalelemente alle 1 sind. P ist eine Matrix,
die durch Zeilenvertauschungen aus I, hervorgegangen ist.

Beweis:

Wird die GauB-Elimination fur A mit Zeilenvertauschungen durchgefuhrt, dann
ergeben sich die Vertauschungsmatrizen Pj(1)y, Pi(2)2, - - -, Pi(r)r Miti(k) > k, dabei
ist Bij = I. Als Matrix P wird P = Py Pj(_1)_1 - - - Pj(2)2Pi(1)1 definiert. Die Ma-
trix PA kann durch GauR-Elimination ohne Zeilenvertauschungen auf Stufenform
gebracht werden; sie besitzt eine LU-Zerlegung mit der Stufenmatrix U’. Aus die-
ser Stufenmatrix ergibt sich die gesuchte Matrix U durch Vertauschen folgender
Elemente:

Das 2. und das i(2)-te Element der ersten Spalte, dann das 3. und das i(3)-te Ele-
ment der ersten beiden Spalten und so weiter, bis schliefllich in der ersten bis
(r — 1)-ten Spalte jeweils das r-te und i(r)-te Element vertauscht sind. [ |

Die Vertauschung von Zeilen muss abschlieBend in unserem Algorithmus zur
Losung von linearen Gleichungssystemen mit Hilfe der LU-Zerlegung beriick-
sichtigt werden.

Auflésung bei LU-Zerlegung mit Zeilenvertauschung
Schritt 1. Definieren Sie die n x 1-Matrix y durch Ux =y.

Schritt 2: Setzen Sie die Definition von y in das faktorisierte Gleichungssystem
aus Schritt 1 ein und 16se das gestaffelte Gleichungssystem Ly = Pb
nach y auf.

Schritt 3: Setzen Sie y in Ux =y ein und l8sen Sie nach x auf.

Bei der Durchfuhrung der GauR-Elimination taucht das Problem auf, dass der
Pivot bestimmt werden muss. Der Begriff ,,Pivot* stammt aus dem Englischen
und bedeutet ,,Dreh- und Angelpunkt*. Bei der GauR-Elimination wird im Fall
von a;; = 0 die Zeile 1 mit einer Zeile vertauscht, fur die aj; # 0 gilt. Theore-
tisch ist es egal, welche Zeile i mit dieser Eigenschaft ausgewahlt wird. Mit Hilfe
des Pivots werden alle Elemente in der ersten Spalte ab der zweiten Zeile eli-

miniert; durch Subtraktion des % fachen der Zeile i von allen Zeilen darunter.
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Aus Griunden der Stabilitat empfiehlt es sich, nicht irgendein a;j; zu benutzen. Die
Wahl |aj;| = max;|aji| hat sich in der Praxis bewéhrt; man wéhlt unter allen
in Betracht kommenden Elementen das betragsgrofRte aus. Diese Strategie heifdt
Spaltenpivotsuche. Die Vertauschung der Zeilen beeinflusst nicht die Reihenfolge
der Unbekannten im Vektor x. Nur bei der folgenden Rucksubstitution muss in
den rechten Seiten ebenfalls die gleiche Folge von Zeilenvertauschungen durch-
gefuhrt werden.

Maoglich ist auch eine Totalpivotsuche. Hier wird eine Umnummerierung der Spal-
ten in Betracht gezogen, was einer Umnummerierung der Unbekannten ent-
spricht. Das Pivot-Element wird bestimmt als betragsgro3tes Element aller noch
in Frage kommender Matrixelemente: [ajj| = maxy |ay|. Die Totalpivotwahl
erhoht oft die Stabilitat. Allerdings wird auch der Buchhaltungs-Aufwand deut-
lich hdher. Aus diesem Grund wird in der Praxis fast immer die Spaltenpivotwahl
verwendet.

[] Dass die Pivotwahl nétig ist zeigt das folgende kleine Beispiel. Betrachtet wird
das lineare Gleichungssystem

(*7°1) Go) = (%)
_ 4950

Die exakte Losung ist x; = §3% ~ 0,503...und X, = $g53 ~ 0,497....
Das Element a7 ist ungleich Null. Wenn es als Pivotelement verwendet wird,
erhélt man bei Verwendung von 2-stelliger Arithmetik das Ergebnis

(0'%05 72100) (%) = <8'959)

und die Lésung x, = 0,5,x; = 0. Werden die beiden Zeilen vertauscht, also
Spaltenpivotwahl verwendet, erhdlt man das Ergebnis

_ (1
(51) (%) = (o)
und die Lésung x, = 0,5, x1 = 0, 5. Im zweiten Fall ist die Genauigkeit deut-

lich besser.
[J Das lineare Gleichungssystem

316\ /%1 2
(319 ()= (1)
111 X3 4
soll mit einer LU-Zerlegung und Spaltenpivotwahl gelést werden. Die aus-
gewadhlten Pivot-Elemente sind fett gedruckt. Unterhalb der Diagonale wer-
den die Elemente der unteren Dreiecksmatrix L abgespeichert, auf der Dia-

gonale und oberhalb stehen die Elemente der Matrix R. Die Diagonale von L
wird nicht gespeichert, denn alle ihre Diagonalelemente sind 1.

316 2 31 6 2
3162 21 111 12 110
2137 — 33 3 — 3 3 3 .
1114 12 410 211 4

2 3 3 3 2 2
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Die berechnete LU-Zerlegung ist

00 3
L= 10| u=|(o
11 0

o Wk
(RS
SN—

WIN NI =

und die Lésung des linearen Gleichungssystems ist x3 = —8,xo = —7,X; =
19. Merkt man sich die Permutation der Zeilen durch die Elementarmatrix
100
P= (o 0 1) ,
010

kann fur jede weitere rechte Seite durch Lu = Pb, Rx = u die Ldsung X be-
rechnet werden.

Die Spaltenpivotwahl setzt voraus, dass die Matrixelemente equilibriert sind.
Darunter versteht man, dass die GroRenordnung der Matrixelemente ,,ungeféhr
gleich* ist. Das durfen Sie allerdings in der Praxis nicht voraussetzen. Deshalb
empfiehlt es sich, die Zeilen der Matrix so zu skalieren, dass das maximale Ele-
ment immer 1 ist. Das entspricht dem Suchen der n Zeilenmaxima und Division
der Zeile durch dieses Maximum.

Die Permutationsmatrix P kann in der Implementierung in einem Vektor gespei-
chert werden, in dem die Zeilenvertauschungen festgehalten werden und mit
(1,2,...,n) initialisiert wird. Im Beispiel oben wére nach dem Durchlauf der Vek-
tor mit (1, 3, 2) besetzt. Auch die Skalierung kann effizient implementiert werden,
indem die Zeilenmaxima berechnet werden und bei der Maximumsbestimmung
miteinbezogen werden. Durch diese Scheinskalierung wird sichergestellt, dass die
Grolkenordnungen fur die Pivotwahl stimmen ohne unnétige Gleitpunktopera-
tionen vor der Eliminination durchzufuhren. Der folgende Algorithmus Uber-
schreibt die Matrixelemente der Originalmatrix. Ausgabewerte dieses Algorith-
mus sind die Matrix A, auf der jetzt L und U stehen, und die Permutationsmatrix
P.

LU-Zerlegung mit Scheinskalierung und Spaltenpivotwahl

Schritt 1: Initialisieren Sie die Permutationsmatrix p mit p; = i.

Schritt 2: Berechnen Sie die Zeilenlangen z?:1|aij\ und speichern Sie die Kehr-
werte im Vektor d. Setzen Sie j = 1.

Schritt 3: Bestimmen Sie das Pivotelement als [a; ;| = maxdj|ajj|,i = j,...,n;
falls [aj i,| < ewm ist, brechen Sie die Zerlegung ab; die Matrix A ist
numerisch singular. )
Speichern Sie die Zeilenvertauschung in p: p; = i, pj, = j. Uber-

schreiben Sie furalle i = j + 1,..., n die Elemente a;j mit aS—"p
17

.. . . aip.
Farallek = j+1,...,n ersetzen Sie aj, durch aj, — V.;.apjk'
17

Schritt 4: Erhdhen Sie j um 1 und wiederholen Sie Schritt 3, bis j = n — 1.

Die numerische Losung von linearen Gleichungssystemen zahlt zu den Aufgaben
auf einem Computer, die sehr haufig durchgefuhrt werden; es gibt Schatzungen,
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die von mehreren Millionen Gleichungssystemen pro Tag ausgehen. Neben der
Mdoglichkeit, die beschriebenen Verfahren selbst zu implementieren, was Ihnen
als Ubung ans Herz gelegt wird, besteht natiirlich die Mdglichkeit, vorhandene
Software zu verwenden. Dafur gibt es eine hervorragende Freeware-Ldsung, die
LAPACK, von der inzwischen auch eine C++-Version existiert. Mehr Informatio-
nen zu diesem Paket finden Sie unter der URL http://www.netlib.org/lapack. Eine
weitere Quelle fur Implementierungen nicht nur zur Lsung linearer Gleichungs-
syteme ist [PFTV93].

5.4 Determinanten

Matrizen kénnen als eine Verallgemeinerung des Zahlenbegriffs angesehen wer-
den. Wir fuhren jetzt eine Funktion ein, die jeder quadratischen Matrix A eine
reelle Zahl zuordnet, die so genannte Determinantenfunktion. Dazu untersuchen
wir zuerst Determinanten einer 2 x 2-Matrix und formulieren ihre Eigenschaften.
Far allgemeine quadratische Matrizen werden diese Eigenschaften abschlieRend
ohne Beweis Ubertragen.

Definition 5.5 Die 2 x 2-Determinante einer 2 x 2-Matrix A ist

a;; a2

det(A) = Bo1 B

= djpdpp — djgpd2y.

O Esist| 3,3 =3-4-5-(-2) =22
Satz 5.10 Fur eine 2 x 2-Determinante gilt:

B det(A) = det(AT).
B Durch Vertauschen der beiden Zeilen (oder Spalten) der Matrix andert die Determi-
nante ihr Vorzeichen.

B Werden die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) einer 2 x 2-Matrix mit A €
R multipliziert, dann multipliziert sich ihre Determinante mit A.

B Fir die Matrix B, die aus A durch Addition eines Vielfachen einer Zeile oder Spalte
zu einer anderen hervorgeht, gilt det(B) = det(A).

Beweis:
Die Behauptung Uber die Determinante der Transponierten folgt aus det(AT) =

|32 32| = agjap — ax1312 = det(A). Aus dieser Regel kann man schlieBen, dass

alle Aussagen, die fur Zeilen gelten, auch fur Spalten richtig sind. Durch Vertau-
schen der Zeilen folgt

| &5t a51 | = —det(A).

)\all Aalz
a1 ax

Wird die erste Zeile mit A multipliziert, dann gilt = A det(A).
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Das Ergebnis der Addition des Vielfachen der zweiten zur ersten Zeile ergibt

a“éz)l\a“ a“;fz?azz = (@11 + Aag1)ag — (a2 + Aagz)ap:
= det(A) + )\(a21a22 — 322321) = det(A).

Auch die Addition der ersten zur zweiten Zeile kann analog nachgerechnet wer-
den. |

Satz 5.11 Eine 2 x 2-Determinante ist null, wenn sie mindestens eine der folgenden Be-
dingungen erfallt:

B Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind 0.

Il Beide Zeilen (oder Spalten) stimmen Uberein.

B Die Zeilen (oder Spalten) sind zueinander proportional, durch Addition eines geeig-
neten Vielfachen der einen Zeile (oder Spalte) zur anderen kann eine Nullzeile (oder
Nullspalte) erzeugt werden.

Beweis:
Angenommen, die zweite Zeile ist das A-fache der ersten Zeile, also a,; = Aajg

und az, = Aagp, dann gilt det(A) = |31 512 wl | = A3 32] = ound
damit die Behauptung. Auch die beiden anderen Punkte sind durch Nachrechnen
Zu beweisen. |

Satz 5.12 Fur zwei 2 x 2-Matrizen A und B gilt immer det(AB) = det(A)det(B). Die
Determinante einer oberen 2 x 2-Dreiecksmatrix A hat den Wert det(A) = a;1az;.

Auch dieser Satz kann durch Nachrechnen bewiesen werden. Viel wichtiger ist,
dass man damit eine Aussage Uber die Determinante der inversen Matrix aufstel-
len kann.

Satz 5.13 Fir eine invertierbare Matrix A ist det(A—1) = m.

Beweis:
Aus A~1A = | und det(1) = 1 folgt det(A~1A) = det(A~1)det(A) = 1. |

Definition 5.6 Die Determinante einer 3 x 3-Matrix A ist die reelle Zahl

ajp a1z 413
a1 a2 23
a31 agz 433

= aj18p2833 + a12823831 +a13821832 — a13ap2831 — a118p3832 — a12821833.

Diese Definition ist gut mit der Regel von Sarrus zu merken, die die Formel als Pro-
dukte von Haupt- und Nebendiagonalelementen darstellt, wenn man die Matrix
geschickt erweitert:

Die Spalten 1 und 2 werden nochmals rechts neben die Determinante gesetzt, die
positiven und negativen Summanden in der Formel fur die 3 x 3-Determinante
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+ + +
entsprechen den diesbezuglich gekennzeichneten Diagonalen. An dieser Stelle
wird ausdrucklich darauf hingewiesen, dass diese Regel ausschlie3lich fur 3 x 3-
Determinanten gultig ist!

[ Mitder Sarrus’schen Regel ergibt sich die Determinante ‘ § 611 g ‘ =2-4-3=24.

Bevor der Schritt auf beliebige n x n-Determinanten gegangen wird, wird ei-
ne Berechnungsformel fur 3 x 3-Matrizen aufgestellt, die im Gegensatz zur Sar-
rus’schen Regel auch fur beliebige Matrizen formuliert werden kann.

Definition 5.7 Die aus einer 3 x 3-Determinante D durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entstehende 2 x 2-Determinante heit Unterdeterminante D;; von D. Der
Ausdruck Ajj = (—1)'ID;; wird algebraisches Komplement des Elements a;j in der
Determinante D genannt.

In einer 3 x 3-Determinante gibt es insgesamt 9 Mdglichkeiten, eine Unterdeter-
minante zu bilden. Die Vorzeichen der algebraischen Komplemente kdnnen in
einem Schachbrett dargestellt werden:

+ | — |+
— + —
+ |- |+
Mit Hilfe der algebraischen Komplemente lasst sich eine 3 x 3-Determinante
durch 2 x 2-Unterdeterminanten berechnen. Dazu stellt man die ursprungliche
Berechnungsformel um:

det(A) = ay1a7a33 + 812823831 + 213821832 — 13822831 — 11823832 — 12821833
= a11(a2833 — a23832) — a12(@21833 — A23831) + a13(Az1832 — 822831)
=a11D11 —a12D12 + a13D13
= a;1A1 +a2Ar + azAgs.

Die eben durchgefiuihrte Umstellung entspricht einer Entwicklung nach der er-
sten Zeile. Auch die Entwicklung nach der ersten, zweiten oder dritten Spalte ist
maoglich. Die Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt beispielsweise det(A) =
a11A11 +aAz1 + az1Asi.

Die allgemeine Aussage fur n x n-Matrizen ist nach dem franzdsischen Mathema-
tiker Laplace benannt. Um die Formulierung einfacher zu machen, wird verein-
bart, dass eine 1 x 1-Determinante als Zahl zu interpretieren ist.

Satz 5.14 (Laplace’scher Entwicklungssatz) Eine n x n-Determinante wird berech-
net, indem man die Elemente einer Zeile (oder Spalte) mit ihren algebraischen Komple-
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menten multipliziert und diese Produkte addiert. Die Entwicklung nach der i-ten Zeile
ist

n
det(A) = Z aiinj,i =1,2,...n,
i=1
die Entwicklung nach der j-ten Spalte

n
det(A) = 5 ajjAij, j=1,2,...n.
=

Der Wert einer Determinante ist unabhéngig von der Zeile oder Spalte, nach der
man entwickelt. Flr die praktische Berechnung wéahlt man die Zeile oder Spal-
te aus, die die meisten Nullen besitzt, um den Rechenaufwand zu minimieren.
Die Vorzeichen der algebraischen Komplemente kénnen wieder mit einer Schach-
brettregel analog zum 3 x 3-Fall bestimmt werden.

Alle Rechenregeln fur Determinanten, die bereits flr 2 x 2 bewiesen sind, gelten
auch far beliebige Determinanten.

Satz 5.15 Fir n x n-Determinanten gelten die folgenden Regeln:

B Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn Zeilen oder Spalten miteinander
vertauscht werden.

B \ertauscht man zwei Zeilen (oder Spalten), dann @ndert sich das Vorzeichen der De-
terminante.

B Multipliziert man die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) mit einer reellen
Zahl A, dann wird die Determinante mit A multipliziert.

B Eine Determinante wird mit einer reellen Zahl A multipliziert, indem man die Ele-
mente einer beliebigen Zeile (oder Spalte) mit A multipliziert.

B Besitzen die Elemente einer Zeile (oder Spalte) einen gemeinsamen Faktor A, dann darf
man diesen vor die Determinante ziehen.

B Eine n x n-Determinante ist gleich Null, wenn sie mindestens eine der folgenden
Bedingungen erfullt:
— Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Null; oder
— beide Zeilen (oder Spalten) stimmen Uberein; oder
— zwei Zeilen (oder Spalten) sind zueinander proportional.
B Der Wert einer Determinanten dndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (oder Spal-
te) ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (oder Spalte) addiert.
B Fir zwei n x n-Matrizen A und B gilt immer det(AB) = det(A)det(B).

B Die Determinante einer n x n oberen oder unteren Dreiecksmatrix A ist das Produkt
der Hauptdiagonalelemente, det(A) = i, aij.
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B Fir eine invertierbare n x n-Matrix A ist det(A~1) = ﬁ(A); far die Einheitsmatrix
| gilt immer det(1) = 1.

In der letzten Regel sind invertierbare Matrizen aufgetreten. Dabei muss voraus-
gesetzt werden, dass die Determinante invertierbarer Matrizen nie Null werden
kann. Bevor das sichergestellt wird, betrachten wir zuerst einmal die Determinan-
ten von Elementarmatrizen, die bei der Reduktion einer Matrix auf Zeilenstufen-
form auftreten. Der Beweis der Aussage ist eine direkte Konsequenz der Regeln
fur n x n-Determinanten.

Satz 5.16 Ist E eine Elementarmatrix, gilt:

M Entsteht E aus | durch Multiplikation einer Zeile mit A, dann ist det(E) = A.
M Entsteht E aus | durch Vertauschen zweier Zeilen, dann ist det(E) = —1.

B Entsteht E durch Addition eines Vielfachen einer Zeile von | zu einer anderen, dann
ist det(E) = 1.

Die Determinanten von Elementarmatrizen, die bei der GauR-Elimination auftre-
ten, sind nie Null, denn die Multiplikation einer Zeile mit A = 0 ist sicher keine
sinnvolle Operation.

Satz 5.17 Eine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0.

Beweis:

U soll die durch GauR-Elimination gewonnene Zeilenstufenform der Matrix A be-
zeichnen. In einem ersten Schritt wird nachgewiesen, dass det(A) = 0 &quivalent
zu det(U) = O ist. Sind Ey, ..., E; die Elementarmatrizen, die A in U Uberfthren,
dannist U = Eq - - - EfA. Nach der Formel fur die Determinante eines Matrixpro-
dukts ist det(U) = det(E;) - - - det(E;)det(A). Die Determinanten der Elementar-
matrizen sind alle ungleich Null, womit die Aquivalenz bewiesen ist.

Bei der Betrachtung der GauB3-Elimination wurde bewiesen, dass invertierbare
Matrizen A in die Einheitsmatrix Gberfuhrt werden kdnnen. Esistdet(U) =1 #£0
und damit auch det(A) # 0. Umgekehrt folgt aus det(A) # 0 sofort det(U) # 0.
U enthalt keine Nullzeile und ist somit invertierbar. Alle Elementarmatrizen sind
invertierbar, und A ist als Produkt von invertierbaren Matrizen invertierbar. W

5.5 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix

Gegenstand dieses Abschnitts sind spezielle lineare Gleichungssysteme. In einer
kleinen Stadt in Deutschland haben die Einzelhdndler der Innenstadt festgestellt,
dass 80% ihrer Kunden auch nachstes Jahr wieder in der City einkaufen, 20%
wandern zu einem Factory Outlet auf der griinen Wiese ab. Von den Kunden des
Outlets kaufen im nachsten Jahr 10% in der City ein, 90% bleiben der griinen Wie-
se treu. Ist ¢y die Zahl der Citykunden im Jahr n und steht o, flr die Outletkunden,
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dann kann dieses Verhalten als Matrix-Iteration
¢ 0,80,1Y /cn
(oni) = (0,2 0,9) (on)

dargestellt werden. Die Einzelhdndler suchen nach einem stationdren Zustand,
fur den sich die Kundenzahlen nicht verandern. Als lineares Gleichungssystem
geschrieben, wird nach nicht trivialen Losungen von

0801), _
(o,z 0,9) X=X
gesucht. In vielen Anwendungen treten lineare Gleichungssysteme der Form
Ax = Ax mit einer reellen Zahl A und der Unbekannten x auf. Tatséchlich ist dies

ein homogenes lineares Gleichungssystem, das sich in (A — Al)x = 0 umformen
lasst.

Definition 5.8 Reelle Zahlen A, fUr die das homogene lineare Gleichungssystem mit der
quadratischen Koeffizientenmatrix A — Al nicht triviale Losungen besitzt, heiBen cha-
rakteristische Werte oder Eigenwerte von A. Ist A ein Eigenwert von A, dann werden
die nicht trivialen Losungen des Gleichungssystems (A — Al)x = 0 Eigenvektoren von
A zum Eigenwert A genannt.

Welche Werte von A zu Eigenwerten fuhren, diese Frage kann mit Hilfe der Deter-
minante leicht beantwortet werden.

Satz 5.18 Das lineare Gleichungssystem (A — Al)x = 0 hat nicht triviale Losungen
genau dann, wenn A eine Losung der charakteristischen Gleichung det(A — Al) = 0
ist.

Beweis:

Der Beweis folgt aus der Tatsache, dass die Invertierbarkeit einer Matrix dquiva-
lent zu det(A) # 0 ist. Homogene lineare Gleichungssysteme haben nur dann
nicht triviale Losungen, wenn ihre Koeffizientenmatrix singular ist. [ |

O Die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A = (1 3) sollen bestimmt
werden. Die charakteristische Gleichung lautet
det(A—Al) = (1—A)(2—A)—12=2—-3A+A2—-12
=A% -31-10=0.
Das ist eine quadratische Gleichung fuir A mit den Lésungen A, = —2 und
A» = 5. Werden beide Eigenwerte sukzessive in die Koeffizientenmatrix ein-

gesetzt, ergeben sich die Eigenvektoren von A als Lésungen der homogenen
Gleichungssysteme.

(] Fur das Einzelhandelsproblem wird nach Eigenwerten der Matrix

_ (0801
A= (0,2 0,9)
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gesucht. Die Eigenwerte sind die Lésungen der quadratischen Gleichung A% —
1,74+0,7 = (A—=1)(A—0,7) = 0, als Nullstellen erhdlt man A; = 1,A; =
0, 7. Das homogene Gleichungssystem (A — A;1)x = 0 hat die Lésungen x =
%(1, 2). In stationarem Zustand kaufen 33 % in der City und 66 % im Outlet
ein.

Die Beispiele zeigen, dass sich fur die Eigenwerte einer Matrix eine polynomiale
Gleichung ergibt, der Ausdruck det(A — Alp) heif3t charakteristisches Polynom.

Satz 5.19 Das charakteristische Polynom einer n x n-Matrix A hat die Form (—1)"A" +
an_1A" 4+ ag.

Beweis:
Der Beweis kann durch Induktion Uber n gefuhrt werden, die Basis ist n = 2:

alal;\ azazlf)\ ‘ = (ag1 — A)(ag2 — A) — agpap; = A? + a3 A + ag. Fur den Induktions-

schritt entwickeln Sie nach der ersten Zeile der Matrix und erhalten die gewunsch-
te Darstellung. [ ]

Wenn Sie Eigenwerte einer Matrix A gefunden haben, kennen Sie auch die Eigen-
werte der Potenzen A", Ist A ein Eigenwert der Matrix A mit Eigenvektor x, dann
ist A2X = A(AX) = AAX = A(AX) = Ax.

Satz 5.20 Ist A ein Eigenwert der Matrix A mit Eigenvektor x und k € N, dann ist AK
ein Eigenwert der Matrix AX mit Eigenvektor x.

O Die Matrix A = (13) hatte die Eigenwerte A; = —2,A, = 5. A; = 4 und
Ay = 25 sind dann Eigenwerte von A2,

Satz 5.21 Eine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn A = 0 kein Eigenwert
von A ist.

Beweis:

A = 0 ist genau dann eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, wenn der
konstante Term in (—1)"A" +a, (A""! 4 ... 4 ag verschwindet. Es ist zu zeigen,
dass die Invertierbarkeit von A &quivalent zu ag = 0 ist. Fir A = 0 folgt det(A) =
ag, und daraus die Aquivalenz. [ ]

Definition 5.9 Zwei n x n-Matrizen A und B werden &hnlich genannt, wenn es eine
invertierbare n x n-Matrix T gibt mit B = T~ 1AT.

Die Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation, denn I, ist invertierbar,
damitist A = I;1Al, = A. Aus B = T~ 1AT folgt TBT~! = A und die Symmetrie.
Die Transitivitit folgt aus C = S™'BS = S~ T !ATSund S1T-1 = (TS)~L.

Satz 5.22 Sind zwei Matrizen A und B ghnlich, dann gilt det(A) = det(B).
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Beweis:
Die Behauptung folgt aus det(B) = det(T~1AT) = det(A). [ |

Es stellt sich die Frage, ob in jeder Aquivalenzklasse, die durch den Ahnlichkeits-
begriff gegeben ist, eine Diagonalmatrix zu finden ist. oder, mit anderen Worten,
ob jede n x n-Matrix A zu einer Diagonalmatrix ahnlich ist. Die Antwort ist nein,
wie das Gegenbeispiel
(11
A= (o 1)

zeigt. Wenn man annimmt, dass es eine invertierbare n x n-Matrix T und eine
Diagonalmatrix D gibt mit D = T~!AT, kann man versuchen, die Elemente der
Matrix T und die Diagonalelemente von D zu bestimmen. Die Matrix A hat die
Determinante d;d, = 1. Aus AT = TD folgt komponentenweise

to1 = (dy — 1)tyg, tor = (d2 — 1)t120 = (1 —dg)tog, 0 = (1 —dp)t2
Im Fall d; = d, = 1 folgt genauso ty; = typ = 0 wie im Fall dy,d, # 0. Dann ist
det(T) = 0 und T ist nicht invertierbar.

Die Form der Gleichungen im Gegenbeispiel hdngen mit Eigenwerten zusammen.
Um bei 2 x 2-Matrizen zu bleiben, wird die Matrix

0,80,1
A= (0,2 0,9)
untersucht. Ist A ist zu einer Diagonalmatrix D = diag(dy, dy) &hnlich, muss die

Gleichung AT = TD erfullt sein mit einer invertierbaren Matrix T. Diese Glei-
chung muss wieder komponentenweise erfullt sein:

0,87d1 0,1 tll _ 0 018*d2 0,1 t12 — 0
0,2 0,9-d, thy) — 0,2 0,9-d, thr ) —
Diese Gleichungssysteme besitzen genau dann nicht triviale Losungen, wenn d;

und d, Eigenwerte von A sind und die zugehdrigen Eigenvektoren eine invertier-
bare Matrix T bilden. In diesem Fall ist A; = 1,A, = 0,7 und die Matrix T ist

gegeben durch
T= (% }1) :
1

Die Inverse ist T-* = 3 (3 %, ). Damit kann die Kundenverteilung im Jahr n aus-
gehend von den Startwerten ¢y und og durch

=304 (3%) (3 2) (12) =5 (2) +(@-3)0O.1" (%)

berechnet werden.

56 Aufgaben

bc—2
a g ) die Koeffizi-
C
enten a, b und c so, dass das zugehorige Gleichungssystem genau die Losung
X1 = 1,Xp = —1 und x3 = 2 besitzt!

1. Bestimmen Sie in der erweiterten Koeffizientenmatrix <§
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2. Bestimmen Sie die Koeffizienten des Polynoms p(x) = asx® + a;x? + a;x + ag
so, dass p(—1) =0, p(1) = 2, p(2) = 3, p(3) = 12 erfullt sind!

3. Bestimmen Sie die Elementarmatrizen Eq, E,, E3 und E4 mit E;A = B,E»B =
. . 374 1 81 5
A E3A = C, E4C = A fir die Matrizen A — (é 17 gl) ,B= (§ 7 711) ,C=

34 1
2-7-1).
2-73

4. Losen Sie die linearen Gleichungssysteme Ax = b mit Hilfe der
. . . . . 101 3
Gauf3-Elimination fur die erweiterten Koeffizientenmatrizen (2 21 10) und

021 4
9-11104 9
2 -2 213
7-16112 -7 |*

1 0 028

) o ) 16 4 1000
5. Bestimmen Sie die Inversen der Matrizen A = < 24 51> und B = (% 30 8>!
- 1357
6. Schreiben Sie eine Funktion in der Programmiersprache lhrer Wahl, die die
Ruckwartssubstitution fur eine obere Dreiecks-Matrix A und eine rechte Sei-
te b durchfuhrt. Testen Sie diese Funktion an selbst gewahlten linearen Glei-
chungssystemen!

7. Schreiben Sie eine Funktion in der Programmiersprache lhrer Wahl, die die
GauR-Elimination flr eine Matrix A und eine rechte Seite b durchfuhrt. Testen
Sie diese Funktion an selbst gewahlten linearen Gleichungssystemen und mit
der Funktion aus Aufgabe 6!

8. Die Hilbert-Matrix ist eine quadratische Matrix mit h;j = Iﬂ%l 1<i,j<n
Invertieren Sie Hy mit Hilfe der GauR-Elimination und Rucksubstitution aus
Aufgabe 7. Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit der exakten Inversen H-1, die
durch

it = DM+ - DO N Y

gegeben ist!

9. In vielen Anwendungen tauchen lineare Gleichungssysteme mit tridiagonaler
Koeffizientenmatrix auf. Fir n = 5 hat die tridiagonale Koeffizientenmatrix
die Form

ay bl 000

cpraxb, 00

A = 0 Cp az b3 0

00 C3 ag b4

0 0 0cy as
Wenn die Gaul3-Elimination fur eine solche Koeffizientenmatrix ohne Zei-
lenvertauschung durchfuhrbar ist, dann muss eine LU-Zerlegung existieren,
bei der L eine bidiagonale untere und U eine bidiagonale obere Dreiecks-
matrix ist. Stellen Sie einen Algorithmus auf, der fur eine gegebene n x n-
Tridiagonalmatrix diese LU-Zerlegung berechnet wenn keine Zeilenvertau-
schungen nétig sind. Implementieren Sie den Algorithmus in der Program-
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

miersprache Ihrer Wahl und testen Sie die Funktion an selbst gewdahlten Bei-
spielen!

Implementieren Sie die LU-Zerlegung mit Scheinskalierung und Spaltenpivot-
wahl in der Programmiersprache Ihrer Wahl. Losen Sie damit das lineare Glei-
chungssystem mit der 20 x 20-Matrix A mit

a4 — 2, i+j=21
Y Ycos(0,1-i40,05-j+0,04-i-j), sonst

und der rechten Seite b; = 1,1 <i < 20.

Invertieren Sie mit der LU-Zerlegung mit Scheinskalierung und Spaltenpivot-
wahl die Hilbertmatrix fur verschiedene Werte von n. Vergleichen Sie lhre Er-
gebnisse mit den Ergebnissen aus Aufgabe 8!

Beweisen Sie durch Nachrechnen, dass alle fur 2 x 2-Determinanten aufge-
stellten Regeln auch fur den Fall 3 x 3 gelten!

1-27 1 2 -35 1550
Berechnen Sie D1 = |0 3,2 Dp=|9 %20 T undDy=| 2123
514 12 2 1 1241
1034
Berechnen Sie die Determinante von A~1 fir A = < —12 }1 (1’ g)
220
Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrizen A = (12) und

401
B=|(-210).
-201
—1-2-2

Bestimmen Sie die Eigenwerte von A2 fir A = ( L2l >

Beweisen Sie, dass eine 2 x 2-Matrix A genau dann zu einer Diagonalmatrix
ahnlich ist, wenn (a;; — az,)? + 4agpay; > 0 erfullt ist.

Berechnen sie auf der Basis der LU-Zerlegung der Hilbertmatrix die Determi-
nante det(Hy) und vergleichen Sie die Werte mit dem exakten Wert

n—1:1\4
I'l il
det(Hn) = 7( 'an T ) =S 2*2”2.

|_||2





